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Introducao

. Arvore

— um conjunto de nos tal que

e existe um né r, denominado raiz, com zero ou mais sub-arvores,
cujas raizes estao ligadas ar

* 0S nos raizes destas sub-arvores sao os filhosde r
* 0S nos internos da arvore sao os ndés com filhos

» as folhas ou nds externos da arvore sao os nés sem filhos

sub-arvores
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Arvores binarias
» Arvore binaria
— um arvore em que cada né tem zero, um ou dois filhos

— uma arvore binaria é:
e uma arvore vazia; ou

* um no raiz com duas sub-arvores: ﬂ @

vazia

— a sub-arvore da direita (sad) ! !
— a sub-arvore da esquerda (sae)
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Arvores binarias

« Exemplo

— arvores binarias representando expressoes aritméticas:
 noés folhas representam operandos

* nos internos operadores Q

+ exemplo: (3+6)*(4-1)+5
OO
ORENO
ORONORO
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Arvores binarias

* Notacao textual:
— a arvore vazia é representada por <>
— arvores nao vazias por <raiz sae sad>

— exemplo:

<a <b <> <d<><>> > <C <e<><>> >

7\
\/\
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Arvores binarias - Implementacdo em C

* Representacao de uma arvore:

— através de um ponteiro para o no raiz

« Representacao de um né da arvore:

— estrutura em C contendo
 ainformacgao propriamente dita (exemplo: um caractere)
 dois ponteiros para as sub-arvores, a esquerda e a direita
struct arv {
char info;

struct arv* esq;
struct arv* dir;

b
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« Interface do tipo abstrato Arvore Binaria: arv.h

typedef struct arv Arv;

Arv* arv_criavazia (void);

Arv* arv_cria (char c, Arv* e, Arv* d);
Arv* arv_libera (Arv* a);

int arv_vazia (Arv* a);

int arv_pertence (Arv* a, char c);
void arv_imprime (Arv* a);
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« Implementacao das fungoes:
— implementacao recursiva, em geral
— usa a definicao recursiva da estrutura
Uma arvore binaria é:

e uma arvore vazia; ou

* um no raiz com duas sub-arvores: @
— a sub-arvore da direita (sad) )Z

vazia

— asub-arvore da esquerda (sae) A
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« funcao arv_criavazia
— cria uma arvore vazia

Arv* arv_criavazia (void)

{
return NULL;

}
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« fungao arv_cria

— cria um no raiz dadas a informacao e as duas sub-arvores, a da
esquerda e a da direita

— retorna o endereco do no raiz criado

Arv* arv_cria (char c, Arv* sae, Arv* sad)
{
Arv* p=(Arv*)malloc(sizeof(Arv));
p->info = c;
p->esq = sae;
p->dir = sad;
return p;
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Arvores binarias - Implementacdo em C

e arv_criavazia e arv_cria

— as duas funcoes para a criagcao de arvores representam
0s dois casos da definicao recursiva de arvore binaria:

« uma arvore binaria Arv* a;
— € vazia a=arv_criavazia()

— € composta por uma raiz e duas sub-arvores a=arv_cria(c,sae,sad);
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« funcao arv_libera

— libera memodria alocada pela estrutura da arvore

e as sub-arvores devem ser liberadas antes de se liberar o no raiz

— retorna uma arvore vazia, representada por NULL

Arv* arv_libera (Arv* a){
if (larv_vazia(a)){
arv_libera(a->esq);  /* libera sae */
arv_libera(a->dir); /* libera sad */
free(a); /* libera raiz */
}
return NULL;

}
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« funcao arv_vazia
— indica se uma arvore é ou nao vazia

int arv_vazia (Arv* a)

{
return a==NULL;

}
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« funcao arv_pertence
— verifica a ocorréncia de um caractere ¢c em um de nos

— retorna um valor booleano (1 ou 0) indicando a ocorréncia ou
nao do caractere na arvore

int arv_pertence (Arv* a, char c){
if (arv_vazia(a))
return O; /* &rvore vazia: nao encontrou */
else
return a->info==c ||
arv_pertence(a->esq,c) ||
arv_pertence(a->dir,c);
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« fungao arv_imprime

— percorre recursivamente a arvore, visitando todos os noés e
imprimindo sua informagao

void arv_imprime (Arv* a)

{
if (larv_vazia(a)){
printf("%c ", a->info); /* mostra raiz */
arv_imprime(a->esq); /* mostra sae */
arv_imprime(a->dir); /* mostra sad */
}
}
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Arvores binarias - Implementacdo em C

° Exemplo: <a <b <> <d > > <C <€ > <f > > >

/* sub-arvore 'd' */

Arv* al= arv_cria('d, );
/* sub-arvore 'b' */ \
Arv* a2= arv_cria('b',arv_criavazia(),al); /

/* sub-arvore 'e' */ b Cc
Arv* a3= arv_cria('e’, );

N
/* sub-arvore 'f' */ \ / \\
Arv* ad4= arv_cria('f", ); d f
/* sub-arvore 'c' */

Arv* ab= arv_cria('c',a3,a4);
/* arvore 'a' */
Arv* a = arv_cria('a',a2,a5 );
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Arvores binarias - Implementacdo em C

° Exemplo: <a <b <> <d > > <C <€ > <f >>>

Arv* a = arv_cria(’a’,
arv_cria(’b’,

arv_cria(’d,

),

arv_cria(’c’,

arv_cria(’e’,
arv_cria(’f,

)
);
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« Exemplo - acrescenta nés

a->esg->esq =
arv_cria(’x’, 4
arv_cria(’y’,
arv_criavazia(), b C
arv_criavazia()), \ \
arv_cria('z, \ ) \\
arv_criavazia(), x/ d || e f

arv_criavazia())
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Arvores binarias - Implementacdo em C

« Exemplo - libera nés

a->dir->esq = a
arv_libera(a->dir->esq);
b C
\\ / \\
[ ]

L
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Arvores binarias - Ordens de percurso

« Ordens de percurso:

— pre-ordem:
« trata raiz, percorre sae, percorre sad a
« exemplo:abdcef //
— ordem simétrica: b ° L
* percorre sae, trata raiz, percorre sad \ ) \\
d e f

« exemplo:bdaecf

— pos-ordem:
* percorre sae, percorre sad, trata raiz

« exemplo:dbefca
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Arvores binarias - Altura

« Propriedade fundamental de arvores

— 80 existe um caminho da raiz para qualquer n6

« Altura de uma arvore

— comprimento do caminho mais longo da raiz até uma das folhas
» a altura de uma arvore com um unico no raiz é zero

« a altura de uma arvore vazia é -1

— exemplo:
a
+ h=2 N
b\ C\
\\ V4 \\
d|l e f
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Arvores binarias - Altura

e Nivelde um no

— araiz esta no nivel 0, seus filhos diretos no nivel 1, ...

— 0 ultimo nivel da arvore é a altura da arvore

/

\
\
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Arvores binarias - Altura

 Arvore cheia
— todos os seus nés internos tém duas sub-arvores associadas

— numero nde nds de uma arvore cheia de altura h

n= 2h+1 _1

A nivel 0: 20=1 no6
nivel 1: 21 = 2 nés
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Arvores binarias - Altura

* Arvore degenerada
— todos os seus nds internos tém uma unica sub-arvore associada
— numero nde nds de uma arvore degenerada de altura h

n=h+1
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Arvores binarias - Altura

« Esforco computacional necessario para alcancar
qualquer n6 da arvore

— proporcional a altura da arvore

— altura de uma arvore binaria com n nos
* minima: proporcional a log n (caso da arvore cheia)

e maxima: proporcional a n (caso da arvore degenerada)
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Arvores com numero variavel de filhos

« Arvore com ndmero variavel de filhos:
— cada no pode ter mais do que duas sub-arvores associadas

— sub-arvores de um no dispostas em ordem

 primeira sub-arvore (sat), segunda sub-arvore (sa2), etc.

SN,
c/ \e h/ \1
| |

d 3
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Arvores com numero variavel de filhos

* Notacao textual: <raiz sal sa2 ... san>
— exemplo:

o =<a<b<cC > <e> > <f> <g <h> «i > > >

SN,
c/ \e h/ \:I.
| |

d 3
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« Representagao de arvore com numero variavel de filhos:

— utiliza uma “lista de filhos”:

/ =

o Je b f g
um no apoqta apenas T o N
para seu primeiro (prim) filho / + /
| > JI_ [ JI_ | > [
« cada um de seus filhos aponta T ¥
para o proximo (prox) irmao T ;
L e
L L

9/8/2005 (c) Dept. Informética - PUC-Rio 30



Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« Representacao de um né da arvore:

— estrutura em C contendo
» ainformacao propriamente dita (exemplo: um caractere)

* ponteiro para a primeira sub-arvore filha

— NULL se o n6 for uma folha

» ponteiro para a proxima sub-arvore irmao

— NULL se for o ultimo filho

struct arvvar {

char info;
struct arvvar *prim; /* ponteiro para eventual primeiro filho */
struct arvvar *prox; /* ponteiro para eventual irmao */

b
typedef struct arvvar ArvVar;
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« Interface do tipo abstrato Arvore Variavel: arvvar.h

typedef struct arvvar ArvVar;

ArvVar* arvv_cria (char c¢);

void arvv_insere (ArvVar* a, ArvVar* sa);
void arvv_imprime (ArvVar* a);

int arvv_pertence (ArvVar* a, char c);
void arvv_libera (ArvVar* a);

9/8/2005 (c) Dept. Informatica - PUC-Rio

32



Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« Implementacao das fungoes:
— implementacao recursiva, em geral
— usa a definigao recursiva da estrutura

Uma arvore € composta por:
e um no raiz

e Zero ou mais sub-arvores

T
AYAYA

9/8/2005 (c) Dept. Informatica - PUC-Rio

33



Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« Implementacao das fungoes (cont.):
— uma arvore nao pode ser vazia

— uma folha é identificada como um né com zero sub-arvores

 uma folha ndo é um né com sub-arvores vazias,
como nas arvores binarias

— funcbes ndo consideram o caso de arvores vazias

T
AYAYA
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« fungao arvv_cria
— cria uma folha

 alocaond

* Inicializa os campos, atribuindo NULL aos campos prim e prox

ArvVar* arvv_cria (char c)

{

ArvVar *a =(ArvVar *) malloc(sizeof(ArvVar));

a->info = c;
a->prim = NULL;
a->prox = NULL;
return a;
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« funcao arvv_insere

— insere uma nova sub-arvore como filha de um dado,
sempre no inicio da lista, por simplicidade

void arvv_insere (ArvVar* a, ArvVar* sa) // [
sa->prox = a->prim; — ] T 1
a->prim = sa; o/
} B S o e = S s =
+ +
\4
J;_ [ Jl_ [

9/8/2005 (c) Dept. Informética - PUC-Rio 36



Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« funcao arvv_imprime

— imprime o conteudo dos nés em pré-ordem

void arvv_imprime (ArvVar* a)

L | —T—w

{
ArvVar* p; . / : :
printf("<%c\n",a->info); ;| n | SV I —
for (p=a->prim; p!=NULL; p=p->prox) : ' /
arvv_imprime(p); /* imprime filhas */ ] Ari”l = T B i
printf(">"); | ¥ =
} J;_l e i_ =
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« funcao arvv_pertence

— verifica a ocorréncia de uma dada informagao na arvore

int arvv_pertence (ArvVar* a, char c)

{
ArvVar® p;
if (a->info==c) /

return 1; /1 g [ / [ —
[

a __"I“

else {
for (p=a->prim; p!=NULL; p=p->prox) { ]
if (arvv_pertence(p,c))

return 1; a
} T

!
N
!

e

return O;

}
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Arvores com numero variavel de filhos
Representacaoem C

« funcao arvv_libera

— libera a memoéria alocada pela arvore

* libera as sub-arvores antes de liberar o espaco associado a um né
(libera em pds-ordem)

void arvv_libera (ArvVar* a)

{
ArvVar* p = a->prim; /

L | ——{m

while (p!=NULL) { 1 ,j T
ArvVar* t = p->prox; / - /
arvv_libera(p); T T T T

T 1
p = t, T T

} vd :

free(a); ;' = =

}
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Arvores com numero variavel de filhos - Altura

* nivel e altura
— (definidos de forma semelhante a arvores binarias)

— exemplo:
* h=3
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Arvores com numero variavel de filhos - Altura

« funcao arvv_altura
— maior altura entre as sub-arvores, acrescido de uma unidade

— caso 0 nd raiz nao tenha filhos, a altura da arvore deve ser O

int arvv_altura (ArvVar* a)

{

int hmax = -1; /* -1 para arv. sem filhos */ L [
ArvVar* p; /
for (p=a->prim; p!=NULL; p=p->prox) { - . T
int h = arvv_altura(p);
if (h > hmax) )
hmax = h; 1
} !

return hmax + 1; T

Y
|

e

}
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Arvores com numero variavel de filhos
Topologia Binaria

« Topologia binaria:

— representacao de um n6 de uma arvore variavel =
representacao de um né da arvore binaria

— no possui informacao e dois ponteiros para sub-arvores
* arvore binaria:
— ponteiros para as sub-arvores a esquerda e a direita

e arvores variavel:

— ponteiros para a primeira sub-arvore filha e para a sub-arvore irma

AT
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Arvores com numero variavel de filhos
Topologia Binaria

« Topologia binaria:
— redefinicao de arvore com numero variavel de filhos:

e arvore vazia, ou

e um no raiz tendo duas sub-arvores, identificadas como a sub-arvore
filha e a sub-arvore irma

— re-implementacao das fungoes:
» pode se basear na nova definicao

* 0 caso da arvore vazia agora deve ser considerado
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Arvores com numero variavel de filhos
Topologia Binaria

« funcao para calcular altura:

— a altura da arvore sera o maior valor entre
« a altura da sub-arvore filha acrescido de uma unidade e

e a altura da sub-arvore irma

static max2 (int a, int b) —l

{return (a>b) ?a:Db;} //I

int arvv_altura (ArvVar” a) /1

__||||.

{ if (a==NULL) / 4
|

return -1; T T

Y

e

.||||__

else
return max2(1+arvv_altura(a->prim), 3
arvv_altura(a->prox)); +—

}
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Resumo

Arvore binaria
— uma arvore vazia; ou

— um no raiz com duas sub-arvores: % @

« a sub-arvore da direita (sad) vazia

« a sub-arvore da esquerda (sae) A

Arvore com numero variavel de filhos ﬂ)

— um no raiz
— Z€ero ou mais sub-arvores A /\ /\
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