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Teste Estatístico

São regras de decisões, vinculadas a um 
fenômeno da população, que nos possibilitam 
avaliar, com o auxílio de uma amostra, se 
determinadas hipóteses podem ser rejeitadas, 
ou não 

A maior parte das ciências se utiliza da técnica 
Estatística denominada Teste de Hipóteses

Definição retirada do material de aula da disciplina Estatística II da UFPR, Departamento de Estatística



Hipótese Estatística
• É uma suposição que pode ser verdadeira ou não 

relativa a uma ou mais populações

• Toma-se uma amostra aleatória da população de 
interesse e com base nela é estabelecida se a 
hipótese é verdadeira ou falsa

• Hipótese nula (H0): hipótese de igualdade
– Consiste em afirmar que os parâmetros ou 

características matemáticas de duas ou mais 
populações são idênticos



Exemplos de Aplicações para o 
Teste de Hipótese

• A média de altura das pessoas da cidade A é igual a da 
cidade B?

• Os homens e mulheres tem a mesma temperatura corporal?

• A pressão arterial das pessoas com uma dada doença 
diminuiu depois que eles tomaram um novo medicamento?

• Uma propaganda na televisão surtiu efeito?

• Uma metodologia de educação infantil está associado ao 
aprendizado? 



Hipótese Nula
• Toma-se uma amostra a fim de inferirmos a respeito do 

valor paramétrico (θ)
• Por meio de um estimador obtém-se obtém-se a 

estimativa do parâmetro (θ’) 
• Verificar se a diferença observada entre θ−θ’, é 

significativa, ou não 
• Quanto menor a diferença, maior será a probabilidade 

de não rejeitarmos H0. 
– θ− θ’ não foi significativa  diferença ocorreu por acaso. 

• Caso contrário, devemos rejeitar H0  
– Diferença foi suficientemente grande para não ter, 

provavelmente, ocorrido ao acaso.

Definição retirada do material de aula da disciplina Estatística II da UFPR, Departamento de Estatística



Hipótese nula - Exemplo
• Será que a altura média (θ = µ) dos alunos da 

UFPR é de 1,71 m? 
Hipótese Nula: H0 : µ = 1, 71 m

• Deve-se colher uma amostra de tamanho n e 
obter a estimativa da média (θ’ = µobs)

• Verificar a diferença entre µ e µobs 
– Caso H0 fosse rejeitada, concluiríamos que a 

diferença observada foi significativa e que não se 
deveu ao acaso

Exemplo retirado do material de aula da disciplina Estatística II da UFPR, Departamento de Estatística



Hipótese Alternativa

• É uma hipótese que, necessariamente, 
difere de H0. 

• No exemplo anterior teríamos 
H1 : μ ≠ 1, 71 m ou 
H1 : μ < 1, 71 m ou
H1 : μ > 1, 71 m



Nível de significância α
• Definição

– É o limite que se toma como base para afirmar que um certo 
desvio é decorrente do acaso ou não

– É um limiar de confiança que informa se vamos ou não rejeitar a 
hipótese nula

• Deve ser previamente definido, sendo usualmente usado 0,05 
(95% de certeza de que de fato existe uma diferença 
significativa) e  0,01 (90%) 

• A partir de um nível de significância convencionado (α) os 
desvios são devidos à lei do acaso e o resultado é 
considerado não significativo

O teste estatístico é convertido em uma probabilidade condicional chamada 
p-value (significância de um resultado). Se P <= α, rejeita-se a hipótese 
nula



Nível de significância
• Ex: se você decidiu por um nível de significância 

de 0.05 (95% de certeza que há realmente uma 
diferença significativa), então o p-value menor 
que 0.05 indica que você deve rejeitar a 
hipótese nula

• Se o seu teste obtém p=0.07, significa que você 
não pode rejeitar a hipótese nula de igualdade 
 não há diferença significativa na análise 
conduzida

Slide traduzido do original Statistical Analysis of Experiments in Data Mining and Computational 
Intelligence, Salvador García, Francisco Herrera



Será que testes estatísticos podem 
nos ajudar nos experimentos de AM?

Vamos relembrar o que é AM ....



Aprendizado de Máquina

É uma área de IA cujo objetivo é o 
desenvolvimento de técnicas 
computacionais sobre o aprendizado bem 
como a construção de sistemas capazes 
de adquirir conhecimento de forma 
automática.

Monard, M. C e Baranauskas J. A. Sistemas Inteligentes, Ed. Manole, 2003.



Introdução

• Duas importantes áreas do AM são
– Classificação (aprendizado supervisionado)

– Agrupamento (aprendizado não-
supervisionado)



Exemplo de Classificação

Nome Idade Renda Pagador

João <30 Média Bom

Ana 41..50 Alta Bom

Pedro 41..50 Alta Bom

Maria 41..50 Baixa Ruim

Paulo <30 Baixa Ruim

Aldo >60 Alta Ruim

Base de Dados
Treinamento

Construção de um 
Modelo de Decisão

ClassificadorAlgoritmo

Se idade = 41..50 e 
Renda = Alta então
Pagador = Bom

Se renda = baixa 
então 
Pagador = Ruim



Exemplo de Classificação

Nome Idade Renda Pagador

Ivo 31..40 Baixa ????

Novo Dado
ClassificaçãoClassificador

Se idade = 41..50 e 
Renda = Alta então
Pagador = Bom

Se renda = baixa 
então 
Pagador = Ruim

Ruim



Exemplos de Medidas de Avaliação 
usadas em Classificação
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Exemplos de Técnicas de 
Amostragem usadas em Classificação
• Holdout

– Treino: ½ ou 2/3
– Teste: o resto dos dados

• Random Subsampling
– Múltiplas execuções do holdout
– Diferentes partições de treino e teste sem intersecção

• Cross validation
– Dividir o conjunto de dados em k partições (ex: 10-fold)
– Treino: k-1 partições
– Teste: 1 partição

• Leave-One-Out
– N-fold-cross validation
– Treino: N-1 exemplos
– Teste: 1 exemplo



Exemplo de Agrupamento

Nome Idade Peso

João 25 60

Ana 50 75

Pedro 60 90

Maria 22 65

Paulo 18 68

Aldo 15 80

Aplicação de uma 
técnica 

agrupamento

João

Maria

Paulo

Aldo
Ana

Pedro

Agrupamento
Base de Dados



Medidas de Avaliação usadas em 
Agrupamento

• Critérios de validação externos
– Avaliam o nível de compatibilidade entre uma partição obtida e 

uma partição de referência
– Ex: Rand Index e Jaccard

• Critérios de validação internos
– Avaliam a estrutura de grupos obtida utilizando apenas os 

próprios dados
– Ex: SSE

• Critérios de validação relativos
– Indicam qual a melhor dentre duas ou mais partições
– Ex: Índice Dunn e Silhueta



Trabalhos em AM

• Comunidade de AM cresceu muito nos 
últimos anos
– Novos algoritmos foram propostos
– Nro crescente de novas aplicações reais
– Frameworks que permitem a comparação 

entre algoritmos existentes
• Modificações nesses algoritmos são facilmente 

realizadas



Trabalhos em AM

• Um artigo típico de AM propõe
– Um novo algoritmo 
– Uma modificação em um algoritmo existente
– Um novo pré-processamento
– Um novo pós-processamento

Hipótese implícita: a nova proposta produz 
uma melhora no desempenho em 
comparação aos algoritmos da literatura.



Trabalhos em AM

• A avaliação em um artigo típico de AM
– Usa um conjunto de data sets de teste
– Usa medidas de avaliação apropriadas
– Estabelece as conclusões com base nos data 

sets e nas medidas de avaliação

Lembrando que: não é possível encontrar um 
algoritmo que seja o melhor para todos os problemas 
 teorema “no free lunch”



Mas ....

Como podemos verificar estatisticamente 
a hipótese de que o desempenho será 
melhorado com a nova proposta?



Questões a serem tratadas

• Dados dois algoritmos de aprendizado A e 
B e um data set, qual é o melhor algoritmo?

• Dados vários algoritmos de aprendizado e 
vários data sets, qual deles é o melhor?
– Há diferença estatística entre os resultados 

dos algoritmos?



Questões a serem tratadas
Grandes variações 
na acurácia de 
diferentes 
classificadores!

O algoritmo 3 é o
melhor porque ele
obtém a melhor 
média?

Slide traduzido do original Statistical 
Analysis of Experiments in Data Mining 
and Computational Intelligence, Salvador 
García, Francisco Herrera



Questões a serem tratadas
• O algoritmo 4 é o 

vencedor em 8 
problemas com 
média de 78.0

• O algoritmo 2 é o 
vencedor para 4 
problemas com 
média 80.0

• Qual o melhor 
entre eles?

Slide traduzido do original Statistical 
Analysis of Experiments in Data Mining 
and Computational Intelligence, Salvador 
García, Francisco Herrera



Importante

• O teste estatístico pode ser usando tanto 
em tarefas de classificação quanto 
agrupamento

.... Vamos falar sobre classificação



Imagem retirada do paper: Dietterich, T. Approximate Statistical Tests for Comparing 
Supervised Classification Learning Algorithms, Neural Computation, Vol. 10, p. 
1895-1923, 1998

Taxonomia das 
questões 
estatísticas em AM 
(Dietterich, 1998)



Diferenciando
• Classificador

– Função que dado um exemplo (entrada) associa uma 
classe àquele exemplo

• Algoritmo de aprendizado
– Dado um conjunto de exemplos rotulados, isto é, com 

as suas classes, constrói um classificador

• Em aplicações específicas, o objetivo principal é
– Encontrar o melhor classificador e estimar sua 

acurácia em exemplos futuros



Questões estatísticas para problemas 
de classificação (Dietterich, 1998)

• *Q7: Dados dois algoritmos A e B e um data set grande 
S, qual algoritmo irá produzir o melhor classificador 
quando treinado em data sets de tamanho m?
– Dividir S em conjuntos de treino disjuntos e um conjunto de 

treino

• *Q8: Dados dois algoritmos A e B e um data set 
pequeno S, qual algoritmo irá produzir o melhor 
classificador quando treinado em data sets de tamanho 
S?
– Usar, por exemplo, holdout
– Vários testes estatísticos



Questões estatísticas para problemas 
de classificação (Dietterich, 1998)

• *Q9: Dados dois algoritmos A e B e data sets de 
diferentes domínios qual algoritmo irá produzir o 
melhor classificador quando treinado com 
exemplos de diferentes domínios
– Questão difícil em AM
– Há testes estatísticos específicos



Definições
• Hipótese Nula

– É hipótese que os parâmetros ou características 
matemáticas de duas ou mais populações são 
idênticas

• Erro tipo I
– Ocorre quando a hipótese nula é rejeitada, sendo que 

na verdade ela é verdadeira

• Erro tipo II
– Ocorre quando a hipótese nula não é rejeitada, sendo 

que na verdade ela é falsa



Definições
• Fontes de variação

– Variação aleatória nos dados de teste usados para 
avaliar o algoritmo

• Em um dado conjunto de teste, criado aleatoriamente, um 
classificador pode obter melhor desempenho que outro, 
mesmo que na população total eles tivessem desempenho 
idêntico

– Variação aleatória devido a escolha do conjunto de 
treino 

• Em um dado conjunto de treino, criado aleatoriamente, um 
classificador pode obter melhor desempenho que outro, 
mesmo que em média os dois classificadores tenham a 
mesma acurácia



Definições

• Fontes de variação
– Variação devido à aleatoriedade do algoritmo de 

aprendizado. 
• Ex: inicialização de pesos em redes neurais

– Variação devido a erros de classificação aleatória 
• Se uma fração fixa de η elementos do conjunto de teste são 

aleatoriamente classificados incorretamente, então nenhum 
algoritmo de aprendizado pode alcançar uma taxa de erro 
menor que η



Formalizando o problema (Dietterich, 1998)
X: População

f: Função alvo - classifica cada elemento x em uma dentre K 
classes

Na aplicação: Uma amostra S é gerada aleatoriamente a partir 
de X de acordo com uma distribuição de probabilidade D

Dados de treino: dados contendo (x,f(x))

Algoritmo de aprendizado: recebe um conjunto de dados de 
treino R e produz um classificador f’

Erro: pegar a amostra S e subdividi-la em treino R e teste T. A 
taxa de erro f’ em T fornece uma estimativa de erro de f’ na 
população



Formalizando o problema (Dietterich, 1998)

Hipótese nula a ser testada:
Para um conjunto de treino R, de tamanho fixo e 
escolhido aleatoriamente, dois algoritmos de 
aprendizado terão o mesmo erro em um conjunto de 
teste, escolhido aleatoriamente a partir de X.



Tipos de teste

• Paramétricos – suposições
– As observações devem ser independentes
– As observações devem ser geradas por uma 

distribuição normal
– As populações devem ter a mesma variância
– Ex: t-test e ANOVA



Tipos de teste

• Não-Paramétricos – suposições
– As observações devem ser independentes
– Os dados devem ser representados por 

número ordinais

A maioria dos testes não paramétricos usam 
ranks ao invés dos dados brutos para testar 
suas hipóteses



A seguir .....

Testes estatísticos para comparação entre 
classificadores em um único domínio   
ver Dietterich (1998)



Testes Estatísticos

• McNemar’s Test
– Dividir a amostra S em treino R e teste T
– Treinar os algoritmos A e B, produzindo os 

classificadores f’A e f’B
– Testar os classificadores no conjunto de teste
– Construir a tabela de contingência

Nro de exemplos incorretamente 
classificados em f’A e f’B

Nro de exemplos incorretamente 
classificados em f’A, mas não em f’B

Nro de exemplos incorretamente 
classificados em f’B, mas não em f’A

Nro de exemplos incorretamente 
classificados nem por f’A nem por f’B



Testes Estatísticos

• McNemar’s Test
– Considerando a hipótese nula, os dois 

algoritmos terão o mesmo erro (n01=n10)
– É baseado no teste qui-quadrado

n00 n01

n10 n11

1001

2
10012 )1|(|
nn

nn





Se o valor calculado é maior ou igual ao tabelado  Rejeita-se H0

Se o valor calculado é menor que o tabelado  Aceita-se H0



Testes Estatísticos

• McNemar’s Test – Exemplo

101 121

59 33

67.20
59121

)1|59121(| 2
2 






Consultando a tabela, X = 3,841 com n=1 (graus de 
liberdade)

Conclusão: rejeitar a hipótese nula



Tabela do Teste Qui-Quadrado



Testes Estatísticos
• McNemar’s Test – Problemas

– Não mede a variabilidade devido a escolha do conjunto de treino 
nem a aleatoriedade do algoritmo de aprendizado

• Um único conjunto de treino

– Compara dois algoritmos em um conjunto de treino de tamanho 
|R|

• |R| deve ser menor que |S|, para garantir um conjunto de teste 
grande

• Assume-se que diferença relativa observada nos conjuntos de 
treino de tamanho |R| se mantém para conjuntos de tamanho |S|

Quando usá-lo: quando acredita-se que essas fontes de 
variabilidade são pequenas



Testes Estatísticos

• Resampled paired t test
– Um dos mais populares em AM
– Uma série de trials é conduzida (30)

• A amostra S é divida em treino R (ex: 2/3 da base) e teste T
• Os algoritmos A e B são treinados em R e testados em T

– pA
(i) e pB

(i)  nro de exemplos de teste incorretamente 
classificados pelos algoritmos A e B, respectivamente, no trial i

– Assume-se que as diferenças p(i) = pA
(i) - pB

(i) foram definidas 
independentemente a partir de uma distribuição normal, então 
pode-se aplicar o Student’s t test
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Tabela do Student t-test



Testes Estatísticos

• Resampled paired t test – Problemas
– Diferenças individuais não terão uma 

distribuição normal
• pA

(i) e pB
(i) não são independentes

– p(i)’s não são independentes 
• Há sobreposição entre os conjuntos de teste  (e 

dos conjuntos de treino também) nos trials



Testes Estatísticos

• K-fold cross-validation paired t test
– Dividir aleatoriamente S em k conjuntos disjuntos de 

igual tamanho T1,...,Tk

– Conduzir k trials, em que o conjunto de teste é Ti e o 
de treino é a união de todos os outros Tj, j ≠ i

– A mesma estatística t é computada

Vantagem:
• O conjunto de teste é independente dos outros, mas no de 

treino há sobreposição



Testes Estatísticos

• The 5x2cv paired t test
– Realizar 5 replicações do 2-fold-cross validation

• Os dados são particionados em dois conjuntos de tamanhos  
S1 e S2

• Os algoritmo A e B são treinados em cada um dos conjunto e 
testados no outro 

• São produzidas quatro estimativas de erro: pA
(1) e pB

(1) 

(treinado em S1 e testado em S2) e pA
(2) e pB

(2) (treinado em 
S2 e testado em S1)

• A partir das diferenças p(1)=pA
(1) - pB

(1)  e p(2)=pA
(2) - pB

(2), a 
variância é estimada
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A seguir ....

Teste Estatísticos para comparação entre 
classificadores em múltiplos data sets  
ver Demsar (2006)
– Comparação entre dois classificadores
– Comparação entre múltiplos classificadores



Diferenciando

• Testes usados para avaliar a diferença entre 
dois classificadores
– Único data set: computar o desempenho médio e 

sua variância sob repetidos conjuntos de treino e 
teste ou amostras aleatórias dos dados

– Múltiplos data sets: cada data set é usado para 
acessar o desempenho e não a variância. As fontes 
de variância são as diferenças no desempenho em 
(independentes) data sets e não só em amostras



Testes para comparar dois 
classificadores

• Comparar dois classificadores em 
múltiplos data sets
– Exemplo

• Comparar o C4.5 e um melhoramento do algoritmo 
C4.5

• Medida de avaliação: AUC
• Nro de data sets: 14



Testes Estatísticos

• Wilcoxon Signed-Ranks Test
– Alternativa não-paramétrico ao paired t-test
– Cria um rank com as diferenças no desempenho dos 

dois classificadores para cada conjunto de dados, 
ignorando o sinal, e compara os ranks para as 
diferenças positivas e negativas
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T = min(R+,R-)



Testes Estatísticos

• Wilcoxon Signed-Ranks Test
– Há uma tabela para valores críticos exatos de 

T para N até 25
• Se T <= valor tabela  Rejeitar Hipótese Nula

– Para mais de 25 data sets usar 
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Testes Estatísticos
•Wilcoxon Signed-Ranks Test - Exemplo

T = min(93,12) = 12

N=14

Rejeitar Hipótese 
Nula

Slide traduzido do original Statistical 
Analysis of Experiments in Data Mining 
and Computational Intelligence, Salvador 
García, Francisco Herrera



Testes Estatísticos

Tabela para o 
Wilcoxon Test 
com N < 25



Testes para comparar múltiplos 
classificadores

• Comparar múltiplos classificadores em múltiplos 
data sets
– Ex: comparar 7 classificadores conduzindo 21 paired 

t-test
• O algoritmo A é significativamente melhor que B e C
• A e E são significativamente melhores que D

Problema: múltiplas hipóteses nula sendo testadas
Solução: usar testes como ANOVA ou Friedman



Teste Estatístico

• Friedman test
– Teste não-paramétrico
– Monta um rank dos algoritmos para cada data set

• ri
j é o rank do j-ésimo algoritmo (dentre k) no i-ésimo data set 

(dentre N)
– Compara o rank médio dos algoritmos 
– Hipótese nula: todos os algoritmos são equivalentes e então os 

ranks Rj devem ser iguais








 



 

j
jF

kkR
kk
NX

4
)1(

)1(
12 2

22
i

j
irN

Rj 1



Teste Estatístico

Exemplo de 
uso do teste 
Friedman

Slide traduzido do original Statistical 
Analysis of Experiments in Data Mining 
and Computational Intelligence, Salvador 
García, Francisco Herrera



Teste Estatístico

Ranks 
associados aos 
classificadores

Slide traduzido do original Statistical 
Analysis of Experiments in Data Mining 
and Computational Intelligence, Salvador 
García, Francisco Herrera



Teste Estatístico

Conclusão: observando os valores críticos  
rejeitar a hipótese nula

Slide traduzido do original Statistical Analysis of Experiments in Data Mining and Computational 
Intelligence, Salvador García, Francisco Herrera

•Friedman test



Teste Estatístico

• No Friedman test, se a hipótese nula é 
rejeitada, um pos-hoc teste pode ser 
aplicado 
– Quando todos os classificadores são 

comparados entre si  Nemenyi test pode 
ser usado

– Quando todos os classificadores são 
comparados com classificador de controle 
(1xN)  Bonferroni pode ser usado



Ferramentas para realizar teste 
estatístico

• http://www.keel.es/

• R
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