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A linguagem da Légica Proposicional

Introducao

Alfabeto da Légica Proposicional

Definicao 1.1 (alfabeto) O alfabeto da Légica Proposicional é constituido por:

e simbolos de pontuagdo: (,);
e simbolos de verdade: true, false;
e simbolos proposicionais: P,Q, R, S, P;,Q1,R1,51, P2,Qo,...;

e conectivos proposicionais: - N N\ ,— > .

Foérmulas da Légica Proposicional

Defini¢ao 1.2 (féormula) As férmulas da linguagem da Légica Proposicional sio construidas, de
forma indutiva, a partir dos simbolos do alfabeto conforme as regras a seguir. O conjunto das
formulas € o menor conjunto que satisfaz as regras:

e todo simbolo de verdade é uma formula;

e todo simbolo proposicional € uma formula;

e se H é uma férmula, entao (—H), a negagao de H, é uma formula;

e se H e G sao formulas, entao a disjuncao de H e G, dada por: (HV G), € uma formula;

e se H e G sao formulas, entio a conjuncao de H e G, dada por: (H N G), é uma formula;

e se H e G sao formulas, entao a implicagao de H em G, dada por: (H — G), é uma férmula.
Nesse caso, H é o antecedente e G o conseqiiente da formula (H — G);

e se H e G sao formulas, entdo a bi-implicagio de H e G, dada por: (H < G), € uma férmula.
Nesse caso, H € o lado esquerdo e G o lado direito da formula (H < G).
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Notagao. Neste livro, os parénteses ou simbolos de pontuagao das féormulas sdo omitidos
quando nao hé problemas sobre a sua interpretagao. Além disso, as férmulas podem ser escritas
em vérias linhas para uma melhor leitura. Assim, a férmula:

(PV R) — true) < (Q A S))
pode ser escrita como

(PV R) — true

—

QNS
ou ainda como
((PV R) — true) < (Q A S).

Defini¢ao 1.3 (ordem de precedéncia) Na Ldgica Proposicional, a ordem de precedéncia dos
conectivos proposicionais € definida por:

e maior precedéncia: —;
e precedéncia intermedidria: — , <>;

e menor precedéncia: N\ , V.

Linguagem-objeto e Metalinguagem
Variaveis

Notagao. Os simbolos proposicionais sao representados por variaveis do tipo: P, com possiveis
subindices. Neste caso, temos a letra P com um pequeno risco na parte de cima. Isso significa,
por exemplo, que P pode representar qualquer um dos simbolos P, Q, R, S, P1,Q1, R1,51, P, .. ..
As variaveis A, B,C, D, E, H com possiveis subindices representam férmulas. A variavel Hs pode
representar, por exemplo, a formula (P — Q).

Letras como ]5, A, B,C, D, FE e H sao elementos da metalinguagem que representam simbolos
proposicionais e formulas em geral da Logica Proposicional. Isso significa que, a rigor, (]51 — ]52)
nao é uma formula da Logica Proposicional. Essa expressao é a representagao de formulas do tipo
(P — @), (R — S) etc. Do mesmo modo, (H V G) ndo é uma férmula, mas a representacio de
formulas do tipo ((P — Q) V (R A S)), onde H é substituida por (P — Q) e G por (R A S).
Geralmente, expressoes do tipo (P, — P) e (H V G) sao denominadas esquemas de formulas.
Os esquemas de férmulas se transformam em férmulas quando as metavariaveis sao substituidas
por simbolos e formulas da Logica. Vale a pena observar nas definigbes a seguir, a utilizacao de
varidveis que representam simbolos proposicionais e férmulas.
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Alguns Elementos Sintaticos das Féormulas

Defini¢ao 1.4 (comprimento de uma férmula) Seja H uma formula da Ldgica Proposicional.
O comprimento de H, denotado por comp[H], € definido como se segue.

Se H =P ou é um simbolo de verdade, entdo comp[H] = 1;
comp|—H| = comp[H| + 1;
comp|H V G) = comp|H] + comp|G]| + 1;

[

[ ]
comp[H N G] = comp[H] + comp [G] + 1;
comp|H — G| = comp[H| 4+ comp|G] + 1;
[

comp[H — G] = comp[H] + comp|G] + 1.

Defini¢ao 1.5 (subformula) Seja H uma formula da Légica Proposicional, entdo:

H ¢é uma subformula de H;
se H é uma formula do tipo (-G), entao G € uma subférmula de H;

se H ¢ uma formula do tipo: (GV E), (GAE), (G — E) ou (G < E), entio G e E sao
subformulas de H;

se G € subférmula de H, entao toda subformula de G € subférmula de H.

Exercicios

Exercicios de Computagao
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A semantica da Loégica Proposicional

Introducao

Interpretacao

Defini¢ao 2.1 (fungao binaria) Uma funcgdo é bindria se seu contradominio possui apenas dois
elementos.

Definigao 2.2 (funcdo total) Uma funcio € total se € definida em todos os elementos de seu
dominio.

Definicao 2.3 (fungao interpretagao) Uma interpretagao I, na Ldgica Proposicional, é uma
funcao bindria total na qual,

e 0 dominio de I € constituido pelo conjunto das formulas da Légica Proposicional;

e 0 contradominio de I € o conjunto {T, F'}.
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Interpretacao de Férmulas

Defini¢ao 2.4 (interpretacao de férmulas) Dadas uma formula E e uma interpretagao I, en-
tao a interpretacao de E, indicado por I[E], é determinada pelas regras:

se E € do tipo P, entio I[E] = I|P] e I|P] € {T, F};

se E € do tipo true, entio I[E] = I[true] =T

se E ¢é do tipo false, entao I[E] = I[false] = F;

se E é do tipo ~H, entio I[E|=I[-H| =T seI[H|=F eI[E]|=I[-H|=F seI[H =T;

se E € do tipo (HV G), entao I[E] =I[HVG| =T seI[H =T e/ou I|G] =T e I[E] =
I[HVG]|=F seI[H| =F eI|G]|=F;

se E € do tipo (HAG), entao I[E) = I HNG) =T se I[H| =T eI|G] =T eI[E] = I[HNG]| = F
se IH|=F e/ou I[G] = F;

se E é do tipo (H — G), entao I[E] = I[H — G] =T se I[H| = F e¢/ou I|[G] =T e
I[E|=IH—G|=F selH =T el[G] =F;

se E € do tipo (H < G), entao I[E)=1I[H — G|=T se [[H|=1I|G] e I[E]=I[H < G| =F
se I[H] # I[G].

A semaéantica do conectivo —.

A seméantica do conectivo V.

A semaéantica do conectivo A.

A seméantica do conectivo —.

A causalidade e a seméantica do conectivo —.
A seméantica do conectivo «.

O namero de interpretagoes.

O principio da composicionalidade

Funcgoes de verdade

Exercicios

Exercicios de Computagao
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Propriedades seméanticas da Loégica Proposicional

Introducao

Propriedades Seméanticas

Defini¢ao 3.1 (propriedades seméanticas basicas da Légica Proposicional) Sejam
H,G,Hy, Hs,...,H,, formulas da Ldgica Proposicional. As propriedades semdnticas bdsicas da
Logica Proposicional sao definidas a sequir.

e H € uma tautologia, se, e somente se, para toda interpretagao I, I[H] =T.

H ¢ satisfativel,' se, e somente se, existe uma interpretacio I, tal que I[H] =T.

e H ¢éuma contingéncia, se, e somente se, existem duas interpretagées Iy e Iy, tais que L[H] =T
e L[H]=F.

e H ¢ contraditoria,? se, e somente se, para toda interpretacio I, I[H] = F.

e H implica semanticamente® G, ou G é uma conseqiiéncia logica semantica de H, se, e somente
se, para toda interpretacio I, se I[H] =T, entao I[G] =T.

o H equivale semanticamente G, se e somente se, para toda interpretagao I, I[H] = I[G].
e Dada uma interpretagao I, entao I satisfaz H, se I[[H] =T.

o O conjunto

6={H1,Hy,...,H,,...}

€ satisfativel, se, e somente se, existe uma interpretacao I, tal que

I[H) =T, I[H)) =T,... = I[H,] =T,....

L0 termo "factivel" & também, usualmente, utilizado como sinénimo de "satisfativel".

2 0 termo "contraditério” é também, em geral, usado como sinénimo de "logicamente falso" ou "incon-
sistente".

3 A implicacio seméntica na Loégica Proposicional é também, usualmente, denominada como implicacio
tautologica.

4 A equivaléncia seméntica na Logica Proposicional é também, usualmente, denominada equivaléncia
tautologica.
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Nesse caso, I satisfaz o conjunto de formulas.
Dado um conjunto de formulas vazio, entdo toda interpretacao I satisfaz esse conjunto.

e O conjunto
ﬁ:{H17H25"'7Hn7"'}5

implica semanticamente® uma formula H, se para toda interpretacio I; se I[3] = T, entdo
I[H] =T. Nesse caso, também dizemos que H é uma conseqiiéncia logica semantica de G.

Notagao. Se um conjunto de féormulas § implica semanticamente H, ou seja, H é conse-
qiiéncia logica seméantica de G, entao tal fato é indicado por 8 F H. No caso em que 3 é vazio,
entao é utilizada a notagao F H. O simbolo F é, portanto, utilizado para denotar a implicacao
semantica ou conseqiiéncia seméantica, que relaciona interpretagoes de formulas. No caso em que 8
nao implica semanticamente H, isto é, H ndo é conseqiiéncia logica semantica de G, é utilizada a
notacao: B ¥ H

Notagao. Da mesma forma, se H implica semanticamente G, isto é, G é uma conseqiiéncia
logica semantica de H, denotamos esse fato por H F G. No caso em que H ndo implica semantica-
mente G, isto é, G ndo é uma conseqiiéncia logica semantica de H, utilizamos a notacio: H ¥ G.6

Nota. Neste livro, utilizamos, indistintamente, as denominagoes "implicagao seméntica"
e "conseqiiéncia logica seméantica". Preferimos manter duas denominagoes para o mesmo conceito
devido & tradigao do ensino da Logica em que elas sdo freqiientemente encontradas. Além disso,
quanto do contexto estiver claro, podemos utilizar apenas os termos: "implicacao", "conseqiiéncia
seméantica" ou "conseqiiéncia".

Notagao. Se uma interpretagdo I satisfaz o conjunto de formulas [, esse fato é indicado
por I =T.

O principio do terceiro-excluido.
O principio da nao-contradigao.

Nota. Nessa demonstragao aparece o simbolo =, que é denominado "implica". Esse simbolo
pertence & metalinguagem e nao deve ser confundido com o simbolo — da linguagem da Logica.

Nota. A seguir, neste livro, as denominag¢oes "implicagdo seméntica" e "equivaléncia
seméantica" serdo denotadas simplesmente por "implicacdo" e "equivaléncia" respectivamente, a
menos que o contexto nao esteja claro.

Observagao sobre satisfatibilidade de conjunto de férmulas.

5 . . ~ ~ . . . . , . .

° A implicagdo seméantica, entre um conjunto de formulas e uma féormula, é também denominada, usual-
mente, de conseqiiéncia tautologica, ou conseqiiéncia logica na Logica Proposicional.

6 E curioso notar que nao existe uma unanimidade quanto & denominacio do simbolo kE, em portugués.
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Relagoes entre as Propriedades Seméanticas

Proposigao 3.1 (tautologia e contradi¢ao) Dada uma férmula H, entao
H ¢ tautologia, se, e somente se, =H € contraditoria.
Proposigao 3.2 (tautologia e satisfatibilidade) Dada uma férmula H,

se H € tautologia entao H € satisfativel.

Proposicao 3.3 (tautologia e contradi¢ao) Dada uma formula H, entdo:

a. H € tautologia, se, e somente se, ~H € contraditoria;

b. —H nao € satisfativel, se, e somente se, 7H € contraditoria.

Proposigao 3.4 (implicagao seméantica e o conectivo —) Dadas duas formulas H ¢ G,

HE G, se, e somente se, (H — G) € tautologia.

Proposigao 3.5 (equivaléncia semantica e o conectivo < ) Dadas as formulas H e G,

H equivale a G, se, e somente se, (H < G) € tautologia.

Proposigao 3.6 (equivaléncia e implicagao semanticas) Dadas duas férmulas H e G,

H equivale a G, se, e somente se, HEG e G FE H.

Proposigao 3.7 (transitividade da equivaléncia semantica) Dadas as férmulas E, H e G,

se E equivale a H e H equivale a G, entdo E equivale a G.
Proposicao 3.8 (satisfatibilidade) Seja {Hy, Ho,...,Hy,} um conjunto de férmulas.

{H1,Hs,...,H,} € satisfativel, se, e somente se, (Hy A (Ha A (... AN Hpy)...)) € satisfativel.

11
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Equivaléncias

Conjectura 3.1 (equivaléncia e tautologia) Sejam H e G férmulas da Légica Proposicional,
entao

{ H equivale a G }, se, e somente se, { H é tautologia, se, e somente se, G € tautologia }.

Conclusao: a conjectura indicada anteriormente é falsa, pois ela é composta de duas im-
plicagoes, sendo uma delas falsa.

Proposicao 3.9 (equivaléncia e tautologia) Sejam H e G duas formulas.

Se { H equivale a G }, entao { H € tautologia, se, e somente se, G € tautologia }.

Lema 3.1 (implicagao e tautologia) Sejam H e G duas formulas.
Se { { HEG } e { H ¢é tautologia } }, entio { G € tautologia }.
Lema 3.2 (implicagao e conjungao) Dadas trés formulas A, B e C, entao
(A— (B —C)) equivale a (AN B) — C).
Lema 3.3 (implicagao e tautologia) Sejam H e G duas formulas.
Se { HE G }, entao { H é tautologia = G ¢é tautologia }.

Teorema 3.1 (teorema da deducgao - forma semantica) Considere 5 um conjunto de formu-
las e A e B duas formulas da Ldgica Proposicional.

BU{A} E B, se, e somente se, BE (A — B)

Demonstragao. A ida: "=-". Temos SU{A} F B e devemos demonstrar que § = (A — B).
Mas,

BU{A} E B < para toda interpretagdo I, se I[fU{A}] =T, entao I[B]=T

Por outro lado,

B F (A — B) < para toda interpretagao I, se I[f] =T, entdo I[[(A— B)|=T

Portanto, devemos demonstrar que se
I8 =T, entdo I[(A— B)] =T.

Para demonstrar essa implicagdo, devemos supor I[3] = T e demonstrar I[(A — B)] = T. Por sua
vez, para demonstrar I[(A — B)] = T, devemos supor I[A] = T e demonstrar I[B] = T. Além de
tudo isso, devemos também utilizar a hipotese: SU{A} E B. Portanto, resumindo, devemos supor:

1B =T, I[A|]=T e BU{A}F B

12
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e demonstrar I[B] = T. Mas, se I[§] =T, e I[A] =T, entdo I[3U {A}] = T. Logo, como temos
BU{A}E Be

BU{A} F B & para toda interpretacao I, se I[FU{A}| =T, entdao I[B] =T
entdo concluimos que I[B] =T.

A volta: "<". Temos  F (A — B) e devemos demonstrar que S U {A} F B.
Portanto, devemos demonstrar que se

I[BU{A}] =T, entado I[B] =T.

Para demonstrar essa implicagao, devemos supor I[f U {A}] = T e demonstrar I[B] = T. Além
disso, devemos também utilizar a hipotese: 5 F (A — B). Portanto, resumindo, devemos supor:

IU{A}| =T eBE(A— B)

e demonstrar I[B] =T. Mas, se I[3U{A}]| =T, entdo I[f] =T. Logo, como § F (A — B), entao
concluimos que I[(A — B)]| =T.

Por outro lado, se I[SU{A}] = T, temos também que I[A] = T Logo, como I[(A — B)| =T,
concluimos que I[B] = T. cqd

Exercicios

Exercicios de Computacgao
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Métodos para determinacao de propriedades seméanticas de
formulas da Légica Proposicional

Introducao

Meétodo da Tabela-Verdade

Exemplo 4.1 (leis de De Morgan)

P Q ~(PAQ) (=P)V (=Q) ~(PAQ) < (=P V-Q)
T T F F T
T F T T T
F T T T T
F F T T T

Tabela 4.1. Tabela-verdade associada a formula =(P A Q) < ((=P V (=Q)).

P Q ~PVQ) | CPAQ ~(PVQ) = (PA-Q)
T T F F T
T F F F T
F T F F T
F F T T T

Tabela 4.2. Tabela-verdade associada a formula —(P V Q) < ((=P) A (—=Q)).
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Método da Arvore Semantica

Exemplo 4.2 (lei da contraposi¢ao) Este exemplo demonstra que a féormula
(P—> Q) — (—\Q — —\P)

é uma tautologia utilizando o método da arvore seméantica.

Figura 4.1. Desenvolvimento da arvore seméantica.

Método da Negagao, ou Redugao ao Absurdo

Demonstragao da contradigao.
Aplicagao do método as féormulas com conectivo —.
Aplicagao do método as féormulas com conectivo A.
Aplicagao do método as féormulas com conectivo V.
Generalizagao do método.
A auséncia do absurdo.
A conseqiiéncia seméantica.

A decidibilidade do conjunto das tautologias. Os métodos apresentados neste capitulo
constituem algoritmos que decidem se um dada férmula H é, ou nao, uma tautologia.

Os métodos apresentados neste capitulo também sao corretos e completos.

e FKles sdo corretos porque, dada uma férmula H, que ndo é um tautologia, tais métodos nunca
responderao o contrario, que H é uma tautologia. As respostas dadas pelos métodos sao corretas.

e Fles sao completos. Isso significa que, dada uma tautologia H, é possivel construir uma tabela-
verdade, uma arvore seméantica ou uma prova por negagao, que prove que H é realmente uma
tautologia.

Exercicios

Exercicios de Computacao
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Relacgoes semanticas entre os conectivos da Loégica
Proposicional

Introducao

Conjuntos de Conectivos Completos

Defini¢ao 5.1 (conjunto de conectivos completo) Seja W um conjunto de conectivos. ¥ € um
conjunto completo se as condigoes a sequir sdo satisfeitas. Dada uma formula H do tipo ﬂp,
(PLV Py, (PyAP,), (P — Py) ou (P, — Py), entio € possivel determinar uma outra formula G,
equivalente a H, tal que G contém apenas conectivos do conjunto ¥ e os simbolos P eP, presentes
em H.

Proposigao 5.1 (Equivaléncia entre — e =,V ) O conectivo — pode ser expresso semantica-
mente pelos conectivos — e V.

Proposicdo 5.2 (Equivaléncia entre A e —,V) O conectivo A pode ser expresso semantica-
mente pelos conectivos — e V.

Proposig¢ao 5.3 (Equivaléncia entre < e —,V) O conectivo < pode ser expresso semantica-
mente pelos conectivos — e V.

Proposicao 5.4 (conjunto de conectivos completo) O conjunto {—,V} € completo.

Proposicao 5.5 (regra de substituicao) Sejam Eg, Ej,G e H formulas da Légica Proposicio-
nal tais que:

o G e H sao subformulas de E,; e E}, respectivamente.

o Ej € obtida de E, substituindo todas as ocorréncias da formula G em E4 por H.

Se G equivale a H, entdo E, equivale a Ey,.
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O Principio da Indugao na Légica'

Notagao. Para expressar uma asser¢ao qualquer sobre uma formula H, escrevemos B[H|. Assim,
B[H] representa uma sentenga que contém a formula H. Considere o exemplo:

B[H] representa "H é uma tautologia".

Nesse caso, a asser¢do B[H| representa a sentenca: "H é tautologia". Neste livro, para representar
tal fato, utilizamos a notacao:

B[H] = H é uma tautologia,

onde o simbolo = é apenas uma forma sintética de denotar a relacdo entre B[H] e a sentenca que
esta sendo representada. Um outro exemplo é o seguinte:

B[H] = o namero de abre e fecha parénteses em H
é igual ao dobro do niimero dos conectivos de H.

Nesse caso, a assergao B[H] representa a sentenca: "o numero de abre e fecha parénteses em H ¢é
igual ao dobro do ntimero dos conectivos de H".

Proposicao 5.6 (o principio da indugdo na Logica Proposicional) Seja B[E] uma asser¢ao
que se refere a uma formula E da Légica Proposicional. Se a base e o passo da inducgao, indicados
a sequir, sao verdadeiros, entdo concluimos que B[E] € verdadeira para qualquer férmula E.

e DBase da inducdo na Logica: B[ﬁ’] € verdadeira para todo simbolo proposicional P. As assergoes
Blfalse] e B[true] sao verdadeiras.

e Passo da indugdo na Logica: Sejam G e H duas formulas. Se B[G] e B[H] sao verdadeiras,
entao B|[-H|, B|GV H|, B[G A H], B|[G — H| e B|G < H] sao verdadeiras.

Conclusao: para demonstrar algum resultado utilizando o principio da indugao na Logica,
devemos demonstrar, inicialmente, a base e o passo da indugao. Em seguida, utilizar a implicacao,
determinada pelo principio da indugao, e concluir o resultado desejado, que é igual ao conseqiiente
de tal implicacao.

1 Esta subsecdo considera que o leitor ja tenha alguma familiaridade com o principio da indugéo.

18
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Relagao semantica entre conectivos

Proposigao 5.7 (relacao seméantica entre conectivos) Seja E uma férmula da Ldgica Pro-
posicional. Entio existe uma formula Ey, equivalente a E, que possui apenas os conectivos — e V
e 0s simbolos proposicionais e de verdade presentes em E.

Defini¢ao 5.2 (conectivo nand) O conectivo nand é definido pela correspondéncia:

(P nand Q) = (-(P A Q).

Proposicao 5.8 (equivaléncia entre — e {nand}) O conectivo = pode ser expresso semantica-
mente pelo conectivo nand.

Proposicao 5.9 (equivaléncia entre V e {nand}) O conectivo V pode ser expresso semantica-
mente pelo conectivo nand.

Proposigao 5.10 (conjunto de conectivo completo) O conjunto {nand} é completo.

Proposigao 5.11 (relagao seméantica entre conectivos) Seja E uma férmula qualquer da Lo-
gica Proposicional. E pode ser expressa, equivalentemente, utilizando apenas o conectivo nand e
0s stmbolos proposicionais e de verdade presentes em E.

Defini¢ao 5.3 (conectivo nor) O conectivo nor é definido pela correspondéncia:

(P nor Q) = (~(PV Q).
Proposigao 5.12 (conjunto de conectivo completo) O conjunto {nor} é completo.
Proposicao 5.13 (relagdo semantica entre conectivos) Seja E uma férmula qualquer da Lo-

gica Proposicional. E pode ser expressa, equivalentemente, utilizando apenas o conectivo nor e os
simbolos proposicionais e de verdade presentes em E.

19
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Redefinicao do alfabeto da Légica Proposicional.

Defini¢ao 5.4 (alfabeto na forma simplificada) O alfabeto da Légica Proposicional é consti-
tuido por:

simbolos de pontuacao: (, );

simbolo de verdade: false;

simbolos proposicionais: P,Q, R, S, P1,Q1,R1,51,P2,Q>...;

e conectivos proposicionais: —, V.

Formas normais

Definicao 5.5 (literal) Um literal, na Ldgica Proposicional, é um simbolo proposicional ou sua
negagao.

Definicao 5.6 (forma normal) Hd dois tipos de formas normais:

e Uma formula H estd na forma normal disjuntiva (fnd) se é uma disjun¢ao de conjuncgao de
literais.

e Uma formula H estd na forma normal conjuntiva (fnc) se é uma conjungao de disjungao de
literais.

Exercicios

Exercicios de Computagao
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6

Um sistema axiomaéatico formal na Légica Proposicional

Introducao

O Sistema Axiomatico P,

Definicao 6.1 (sistema axiomatico P,) O sistema formal axiomdtico P, da Ldgica Proposicio-
nal € definido pela composi¢ao dos quatro elementos:

e 0 alfabeto da Ldgica Proposicional, na forma simplificada, Definicao 5.4, sem o simbolo de
verdade false;

e 0 conjunto das formulas da Légica Proposicional;

o um subconjunto das formulas, que sao denominadas axiomas;

e um conjunto de regras de dedugao.

Definigdo 6.2 (axiomas do sistema P,) Os aziomas' do sistema P, sio férmulas da Ldgica
Proposicional determinadas pelos esquemas indicados a sequir. Nesses esquemas E, G e H sao
formulas quaisquer da Logica Proposicional.

o Ax;=-(HVH)VH,
L] AIQZ_\H\/(G\/H),

o Ars=-(-HVG@)V(~(EVH)V(GVE)).

o Aryy=(HVH)— H,
o Axy=H — (GVH),
o Azxs=(H—-G)— (FVH)— (GVE)).
Notagao. No sistema P, sao consideradas as correspondéncias a seguir, que definem os
conectivos —, < e A.

! Os axiomas de um sistema formal como o P, sdo geralmente denominados axiomas logicos. Isso porque
ha também os axiomas nao-logicos utilizados no estudo das teorias. Como neste livro nao se considera
o estudo de teorias, ndo sera feita tal distingao.
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H — G denota (-H V G).
(H < G) denota (H — G) A (G — H).
(H A G) denota —(—H V =G).

Definicao 6.3 (regra de inferéncia do sistema P,, modus ponens) Dadas as férmulas H e
G, a regra de inferéncia do sistema P,, denominada modus ponens (M P), é definida pelo procedi-
mento: tendo H e (—H V G) deduza G.

Notagao. Para representar o esquema de regra de inferéncia modus ponens, a notagao a
seguir é considerada
H,(H— G)
G
Nessa notagao, o "numerador” da equagao, H, (H — G), é denominado antecedente. O "denomi-
nador" é o conseqiiente.

MP =

Conseqiiéncia légica sintatica em P,

Definigao 6.4 (prova sintatica no sistema P,) Sejam H uma férmula e 8 um conjunto de
formulas denominadas por hipdteses. Uma prova sintdtica de H a partir de 3, no sistema axiomd-
tico P,, € uma seqiiéncia de formulas Hy, Ho, ..., H,, onde temos:

e H=H,.

E para todo i tal que 1 <1i < n,

e H, é um axioma ou

e H;, € (B ou
o H; € deduzida de H; e Hy, utilizando a Regra modus ponens, onde 1 < j <iel <k <i.
Isto ¢,
H,; Hj
MP ="
H;

Observe que neste caso, necessariamente, H, = H; — H;.

Exemplo 6.1 (prova no sistema P,) Considere o conjunto de hipoteses 8 = {G1,...,Go} tal
que

Gy =(PAR)— P;
G2 =Q — Py
Gz =P — Q;
Gy=(PLANP) — Q;
Gs = (Ps ANR) — R;
Gg =Py — P;
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G7 = Py;

Gs=P; — P;

Gy = Ps.

A seqiiéncia de féormulas Hy,...,Hg é uma prova de (S V P) a partir de 8 no sistema

axioméatico P,.
H, = G7, ou seja: H; = Py;
Hy; = G3, ou seja H| = Py
H; =@ (resultado de M P em H; e Hs);
H, =Gy, ouseja: Hy = Q — Py;
H; = P, (resultado de M P em Hs e Hy);
Hg = Gg, ou seja: Hg = Ps — P;
H; = P (resultado de M P em Hs e Hp);
Hs = Axs, ou seja: Hy = P — (S V P);
Hg = (SV P) (resultado de M P em Hy e Hg).

Definigao 6.5 (conseqiiéncia logica sintatica no sistema P,) Dada uma férmula H e um
conjunto de hipdteses 32, entdo H é uma conseqiiéncia ldgica sintdtica de 3 em P,, se eiste
uma prova de H a partir de [3.

Definicao 6.6 (teorema no sistema P,) Uma formula H é um teorema em P,, se existe uma
prova de H, em P,, que utiliza apenas os axiomas. Nesse caso, o conjunto de hipdteses é vazio.

Notagao. Dada uma férmula H, se H é conseqiiéncia légica sintatica de um conjunto de
hipoteses ( tal que
B={Hy,Hs,...,Hy,,...},

entao esse fato é indicado pela notagao 5+ H ou
{H1,Hs,...,H,,...} F H.

No caso em que H é um teorema, isto é, 3 é vazio, entao utilizamos a notagao - H.

Proposigao 6.1 Sejam 5 um conjunto de formulas, e A, B e C trés formulas da Ldgica Proposi-
ctonal. Temos que

Se{f+F(A—B)epkr (CVA)} entao {BF(BVC)}.

Proposicao 6.2 Temos que - (P V —P).

2 O conjunto de hipéteses  pode ser finito ou néo.
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Proposigao 6.3 (regra de substituicao) Sejam [ um conjunto de férmulas e H uma formula
da Ldgica Proposicional tais que 8+ H.

Considere { Py, ..., P,} um conjunto de simbolos proposicionais que ocorrem em H, mas nao
ocorrem nas formulas de 3 .

Seja G a formula obtida de H, substituindo os simbolos proposicionais P, ..., P, pelas
formulas Eq, ..., E,, respectivamente.

Temos que B+ G.
Proposicao 6.4 Temos que - (P — ——P).
Proposigao 6.5 Temos que - (P — P).

Proposigao 6.6 Temos quet (AV B) — (BV A).

Demonstragao.
1. (P —P) pr6.5
2. H(B—B) pr6.3, 1.
3. F(B—B)—((AvB)— (BVA) Axg
4. F(AVB)— (BVA) MP,2.3.
cqd

Proposicao 6.7 (transitividade ) Se S+ (A; — A3) e BF (A — A3), entdo B F (41 — Aj).

Demonstragao.
1. ﬁ = (_‘Al vV Ag) h’Lp
2. BE (A2 — A3) hip
3. BF (Ag\/_‘Al) p?"61,1,2
4. ﬁ = (Ag V _‘Al) — (_|A1 \Y Ag) pT66
5. BF (mA1V A3z) MP,3.,4.
5. Bk (41 — Aj3) reescrita de 5.
cqd

Proposicao 6.8 Se (A —C) efF (B— (), entao S ((AV B) — C).

Demonstragao.

1. BgF(B—C0) hip

2. fH(B—C)— ((AVB)— (CVA) Axs

3. BH(AVB)— (CVA) MP,1.,2.
4. BEH(A—-C) hip

5 pFHA—-C)— ((CVA) —(CVC(C)) Azxs

6. BEH(CVA) —(CV(O) MP,4..5.
7. BEH(AVB)—(CV() pr6.7,3.,6.
8. pBEH(CVC)—=C Axy

9. fFH(AVB)—-C pr6.7,7.,8.
cqd
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Proposic¢ao 6.9 Se f-(A—C) e+ (mA— C), entio S+ C.

Demonstragao.

BH(A—C)
BE(-A—C)
BF(AV-A)—=C
BF(AV-A)
BEC

hip

hip
pr6.8,1.,2.
pr6.2
MP,3.,4.

Proposicao 6.10 Se 5+ (A — B) entao S+ (A— (CV B)) e+ (A— (BVQ)).

Demonstragao.
1. BF(A— B)
2. BFB—(CVDB)
3. BHA—(CVB)
4. pEH(CVB)—(BVC)
5 pFHA—(BVCO)
cqd

hip
A.’EQ
pr6.7,1.,2.
pr6.3, pr6.6
pr6.7,3.,4.

Proposicao 6.11 (associatividade) Temos quet- ((AV B)VC) — (AV (BV()).

Demonstragao.

Proposicao 6.12 Se 5+ ((AV B)V C) entio BF (AV (BV(C)).

(P — P)

FA— (AV(BVCO))
FB— (BVvC)
FB— (AvV(BV(O))

FAVvB)— (Av(BV())

|‘C—>(B\/C)
FC— (Av(BV(O)

)
F((AvB)v(C)— (Av(BV(O))

Demonstragao.

1.
2.
3.

cqd

BF(AVB)VC

BH((AVvB)VC)— (AV(BV())

BF(AV(BV())
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pr6.5
pr6.3,1.,pr6.10
pr6.3,1.,pr6.10
pr6.10, 3.
pr6.8,2.,4.
pr6.3,2.,pr6.10
pr6.10, 6.
pr6.8,5.,7.

hip
pr6.11
MP,1.,2.
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Proposicao 6.13 Se (A — B) e BF (A— (B — ()), entio S+ (A — C).

Demonstragéo.
1. BF(A—B) hip
2. F(-AV (-BV C’)) hip
3. F((=BVC)Vv-A) pr6.6, 2.
4. (ﬁB V (C V ﬁA)) prl2, 3.
4. F(B— (CVv-A4) reescrita
5. 6 F(A— (CV-A) pr6.7,1.,4.
5. BF (mAV(CV-A)) reescrita
6. BF((CV-A)V-A) pr6.6, 5.
7. BE(CV(-AV-A)) prl2,6.
8. BE(-AVC) pr6.1, Axq, 7.
8. BF(A—¢) reescrita
cqd

Lema 6.1 Suponha que
BU{A}+ B

e que B € 3, ou B=A, ou B € axioma. Temos, entdo, que

6+ (A— B).
Teorema 6.1 (teorema da dedugdo - forma sintatica ) Se SJU{A}F B, entao g+ (A — B).

Proposicao 6.14 Temos que - (-A — (=B — =(AV B))).

Demonstragao.
1. FA——=A pr6.3,pr6.4
2. FB—-B pr6.3, pr6.4
3. FA— (-——AV--B) pr6.10, 1.
4. +FB— (-—AvV--B) pr6.10, 2.
5 F(AVB)— (-—AV-—B) pr6.8,3., 4.
6. F(——AV--B)V-(AVB) pr6.6, 5.
7. F-==AV(-—BV-(AV B)) prl2,6.
7. F-A— (-B——=(AVB)) reescrita
cqd
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Proposigao 6.15 Temos que A — (AV B) ek -A — (-AV B).

Demonstragao.
Provade - A — (AV B).
1. FA—-A pr6.3, pr6.5
2. FA—(AVB) pr6.10, 1.
Prova de F =A — (A V B).
1. F-Av--A pr6.3, pr6.4
2. F(AV--A) - (-AV-A) pr6.3, pr6.6
3. F(—AV-A) MP,1.,2.
3. F-A—--4 reescrita
4. F-A— (-AVB) pr6.10, 3.
cqd

Completude do Sistema Axiomatico P,

Teorema 6.2 (teorema da corregao) Seja H uma formula da Légica Proposicional,

se H entao E H.

Teorema 6.3 (teorema da completude) Seja H uma formula da Légica Proposicional.

Se E H entao - H.

Definicao 6.7 (base associada a uma férmula.) Seja H uma férmula e Py, ..., P, os simbo-
los proposicionais contidos em H.

Dada uma interpretagao I, entdo a base associada a H conforme I, denotada por B[H,I],
€ um congunto de literais, definidos a partir de Py, ..., P, como se seque:

e sel[P] =T, entao P; € B[H,I|;
e se I[P =F, entdo P, € B[H,I].

Lema 6.2 Seja H uma formula e Py, ..., P, os simbolos proposicionais contidos em H. Dada uma
iterpretacao I, entao:

a) I[H) =T = B[H,I] - H.
b) I[H] = F = B[H,I] - —H.

Definicao 6.8 (consisténcia de um sistema axiomatico) Um sistema axiomdtico € consis-
tente se, e somente se, dada uma formula H, nao se pode ter W H e - —H. Isto é, H ¢ -H
ndo podem ser teoremas ao mesmo tempo.

Teorema 6.4 (consisténcia) O sistema aziomdtico P, € consistente.
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Definicao 6.9 (consisténcia de um conjunto de féormulas) Um conjunto de formulas I" é
consistente se, e somente se, nao existe formula H tal que I' FH e I' - —H. Isto €, H e -H
nao podem ser provadas a partir de I.

Teorema 6.5 (consisténcia e satisfatibilidade) Um conjunto de formulas I' € consistente se,
e somente se, € satisfativel.

Exercicios

Exercicios de Computagao
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Tableaux semanticos e resolucao na Loégica Proposicional

Introducgao

O Sistema de tableauxr Seméanticos Tb,

Definicao 7.1 (elementos basicos de um sistema de tableaur seméanticos) Os elementos
bdsicos do sistema de tableauxr semdnticos Tb,, na Logica Proposicional, sdo definidos pelos con-
Juntos:

e 0 alfabeto da Ldgica Proposicional, Defini¢cao 1.1, sem os simbolos de verdade false e true;

e 0 conjunto das formulas da Logica Proposicional;

e um conjunto de regras de dedugado.

Definigao 7.2 (regras de inferéncia do tableau seméantico) Sejam A e B duas formulas da
Logica Proposicional. As regras de inferéncia do sistema de tableauxr semdanticos Tb,, na Ldgica
Proposicional, sao Ry, ..., Ry indicadas a sequir.

R1:A/\B RQZA\/B R3:A4>B
A 7N 7N
B A B -A B
R4:A<—>B R5=_|_\A R6=_|A/\B
7N\ A 7N\
ANB —-AAN-B -A -B
R7:ﬁ<A\/B) Rg:ﬁ(AHB) RgZﬁ(AHB)
-A A N
-B -B -ANB AAN-B

Heuristica (aplicagdo de regras). Aplique preferencialmente as regras Ry, R5, R7 e Rs,
que nao bifurcam o tableau.
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Definigao 7.3 (construgao de um tableau seméantico) Um tableau seméntico no sistema T'b,,
na Logica Proposicional, é construido como se segue. Seja

{A1,..., A}
um conjunto de férmulas.!
e A arvore taby, a seguir, com apenas um ramo, é um tableau iniciado com {Ay,..., A,}.
1. A
2. A,
n. A,
Nesse tableau, as formulas {A;, ..., A,} podem ser escritas em qualquer ordem.
e Se taby é a arvore resultante da aplicagdo de uma das regras (Ry,..., Rg) & arvore taby, entao
taby é também um tableau iniciado com {Ay,..., A,}.
Seguindo esse procedimento, expandimos o tableau iniciado com {Ay,..., A,}.
e Seja tab;,i > 2, um tableau iniciado com {Ai,...,A,}. Se tab;;1 é a arvore resultante da
aplicagdo de uma das regras (Ry,...,Rg) a arvore tab;, entdo tab;y 1 é também um tableau

iniciado com {A4,..., A, }.

Definigao 7.4 (ramo) No sistema Tb,, um ramo em um tableau é uma segiiéncia de férmulas
Hy,...,H,, onde Hi € a primeira formula do tableau e, nessa seqiéncia, H;y1 é derivada de
H;, 1 <1< n, utilizando alguma regra de T'b,.

Definigao 7.5 (ramo fechado) No sistema Tb,, um ramo em um tableau € fechado se ele contém
uma formula A e sua negag¢iao —A.

Defini¢ao 7.6 (ramo saturado) No sistema Tb,, um ramo em um tableau é saturado se para
toda formula A, do ramo:

e jd foi aplicada alguma regra do sistema Tb, o formula A, ou seja: A jd foi expandida por alguma
Tegra; ou

e ndo € possivel aplicar nenhuma regra do sistema Tb, o formula A, isto €, A € igual a um literal
e nao € possivel expandi-la por alguma regra.

Defini¢ao 7.7 (ramo aberto) No sistema Tb,, um ramo em um tableau é aberto se ele € satu-
rado e nao € fechado.

Definicao 7.8 (tableau fechado) No sistema Th,, um tableau € fechado quando todos os seus
ramos sao fechados.

Defini¢ao 7.9 (tableau aberto) No sistema Tb,, um tableau é aberto se ele possui algum ramo
aberto.

1O conjunto de formulas {A;,..., A,} é finito. Para simplificar, a possibilidade de esse conjunto ser
infinito ndo é considerada neste livro.
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Conseqiiéncia Logica no Sistema de tableaux Seméanticos T'b,

Definicao 7.10 (prova e teorema em tableauxr semanticos) Seja H uma férmula. Uma prova
de H, no sistema Tb,, € um tableau fechado iniciado com a formula —H. Nesse caso, H € um teo-
rema do sistema de tableaux semdnticos Tb,,.

Teorema 7.1 (completude) Seja H uma férmula da Ligica Proposicional.

Se H € uma tautologia, entao existe uma prova de H no sistema Tb,.

Teorema 7.2 (corregao) Seja H uma férmula da Ldgica Proposicional. No sistema Tb,,

set H, entao F H.

Notagao. Dada uma formula H, se H é conseqiiéncia logica de um conjunto de hipoteses

ﬁ:{Ala"'aAn}a

no sistema T'b,, entao esse fato é indicado pela notacao
O+ Hou{A,...,A,} - H.

Observe que essa notacao é analoga aquela utilizada para conseqiiéncia sintatica no sistema P,. O
sistema, que estiver sendo considerado, P, ou Tb,, deve ficar claro no contexto.

O Sistema de Resolugao Rs,

Defini¢ao 7.11 (clausula) Uma cldusula, na Logica Proposicional, é uma disjuncao de literais.
No caso de uma disjuncao de zero literal, temos a cldusula vazia.

Notagao. A disjuncao de zero literal é a clausula vazia. Tal clausula é representada, na
notagao de conjunto, por {}.

Definigao 7.12 (literais complementares) Dois literais sao complementares se um é a negagao
do outro. Isto é, P e =P sao literais complementares.

Definicao 7.13 (resolvente de duas clausulas) Considere duas cldusulas
Cl = {Al,...,An}, € CQ = {Bl,...,Bn},

que possuem literais complementares.

Suponha \ um literal em C1 tal que seu complementar, =\ , pertence a Cy. O resolvente de
C, e Cy, denominado por

ReS(Cl, CQ),

€ definido por:
Res(Cy,C3) = (C1 — {A}) U (Cy — {=A}).

Se Res(C1,Cs) = {}, temos um resolvente vazio.
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Definicao 7.14 (elementos basicos da resolugao) Os elementos bdsicos do sistema de resolu-
¢ao Rs,, na Logica Proposicional, sao definidos pelos conjuntos:

e 0 alfabeto da Ldgica Proposicional, Defini¢cao 1.1, sem os simbolos de verdade false e true;
e 0 conjunto das cldusulas da Ldgica Proposicional;

e q regra de resolugao.

Definigao 7.15 (regra de resolugao) No sistema de resolu¢io Rs,, dadas duas cldéusulas
Cy={Ay,...,A,},Co ={By,..., By},
a regra de resolugao aplicada a Cy e Cy € definida pelo procedimento a sequir:

tendo Cy e Cy, deduza Res(Cq,Cs) .

Defini¢ao 7.16 (construcao de uma expansao por resolucao) No sistema de resolu¢ao Rs,,

uma expansdo por resolu¢io € construida como se segque. Seja {A1,...,A,} um conjunto de
cldusulas.
o A estrutura a sequir é uma expansao por resolug¢do sobre {Aq,... A,}.
1. Ay
2. Ay
n. A,
Nessa expansdo, as formulas {A1, ..., A,} podem ser escritas em qualquer ordem.
o Seja Exps uma expansdo por resolugdo sobre {Ai,..., Ay}, obtida pela adigao de

ReS(AiaAj)7iaj S n, v 7é j7

a expansao Expy. A expansao Expy é também uma expansdo por resolugio sobre {Aq, ..., Ay}
Seguindo esse procedimento, a expansao por resolugao sobre {Ay, ..., A,} € incrementada.

o Seja Expg, k > 1, uma expansdo por resolugdo sobre { Ay, ..., A,}. Considere Expri1 a expan-
sao por resolucao obtida pela adicao de

Res(HiaHj),HiaHj € Expk, Za] S ka 17&]7

a expansao Expy,. A expansio Expi1 € também uma expansdo por resolugdo sobre {Ay, ..., Ap}.
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Conseqiiéncia Loégica na Resolugao

Definicao 7.17 (forma clausal) Dada uma formula H, uma forma clausal associada a H é uma
formula H. tal que H. € uma conjuncgao de clausulas e H. equivale a H.

Definigao 7.18 (prova por resolucao) Seja H uma férmula e =H. a forma clausal associada
a ~H. No sistema de resolucao Rs,, uma prova de H € uma expansao por resolucdo fechada sobre
o conjunto de cldusulas de —H.. Nesse caso, H é um teorema do sistema de resolu¢ao.

Teorema 7.3 (completude) Seja H uma férmula da Ligica Proposicional. No sistema de reso-
lugao Rs,,

se H € uma tautologia, entdo existe uma prova de H.

Teorema 7.4 (correcdo) Seja H uma férmula da Logica Proposicional. No sistema de resolugao
Rs,,

se existe uma prova de H, entao H € uma tautologia.

Definigao 7.19 (conseqiiéncia légica por resolucao) Dada uma féormula H e um conjunto?
de hipdteses

ﬁ:{Ala"'aAn}a

entdo H € uma conseqiiéncia légica de (3, no sistema de resolugdo Rs,, se existe uma prova de

Notagao. Dada uma féormula H, se H é conseqiiéncia logica de um conjunto de hipoteses

6:{141’"'714”}7

no sistema de resolugao Rs,, entao esse fato é indicado pela notacao

8F Hou{A,..., A} F H.

Exercicios

Exercicios de Computagao

2 Neste livro, consideramos apenas conjuntos de hipoteses finitos.
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A linguagem da Loégica de Predicados

Introducao
Alfabeto

Defini¢ao 8.1 (alfabeto) O alfabeto da Légica de Predicados é constituido por:

e simbolos de pontuagdo: (, );

e simbolo de verdade: false;

e um conjunto enumerdvel de simbolos para varidveis: x,y, z, W, 1, Y1, -;

e um conjunto enumerdvel de simbolos para funcgoes: f,g,h, f1,91,h1, f2,92,...;

e um conjunto enumerdvel de simbolos para predicados: p,q,7,p1,q1,71,02,G2; - - - ;
e conectivos: =, V,V, 3.
Associado a cada simbolo para func¢do ou predicado, temos uwm nimero inteiro nao-negativo
k. Esse numero indica a aridade, ou seja, o numero de argumentos da fun¢ao ou predicado.
Variaveis.
Variaveis e metavariaveis.
Funcoes e predicados.

Constantes e simbolos proposicionais.

Conectivos.
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Elementos Basicos da Linguagem

Definicao 8.2 (termo) O conjunto dos termos da linguagem da Ldgica de Predicados € o menor
conjunto que satisfaz as regras a sequir:

® s vartdveis sao termos;

o sety,tlo,...,t, sdo termos e f é um simbolo para func¢dao n-dria, entio f(t1,ta,...,t,) € um
termo.

Defini¢ao 8.3 (atomo) O conjunto dos dtomos da linguagem da Logica de Predicados é o menor
conjunto que satisfaz as regras a sequir:

e 0 simbolo de verdade false é um dtomo;

o sety,ta,..., t, sdo termos e p é um simbolo para predicado n-drio, entao, p(t1,ta,...,t,) € um
atomo.
Foérmulas

Definicao 8.4 (férmula) O conjunto das formulas da linguagem da Ldgica de Predicados € o
menor conjunto que satisfaz as regras a sequir.

e Todo datomo € uma formula.

e Se H é uma formula, entao (—H) € uma férmula.

e Se H e G sao formulas, entdo (HV G) é uma formula.

o Se H é uma formula e & wma varidvel, entao (V2)H) e ((3)H) sao formulas.
Definicao 8.5 (expressao) Uma expressio da Logica de Predicados é um termo ou uma férmula.

Defini¢ao 8.6 (subtermo, subformula, subexpressao) Os elementos a sequir definem as par-
tes de um termo ou férmula E.

e Se F =1, entdao a varidvel & é um subtermo de E

o Selb = f(tl,tg, .oy tn), entao t; e f(tl,tg, ..oy tn) s@o subtermos de E.

e Sety é subtermo de ty ety € subtermo de E, entao t1 é subtermo de E.

e Se E=(-H) entio H e (—H) sao subformulas de E.

o Se E € uma das formulas (HV G), (HANG), (H — G) ou (H < G), entao H, G ¢ E sao
subformulas de E.

e Se & € uma varidvel, A\ um dos quantificadores ¥ ou 3 e E = ((AZ)H), entao H e (A%)H)
sao subformulas de E.

e Se Hy é subformula de Ho e Hy € subférmula de E, entdo Hy € subformula de E.

e Todo subtermo ou subformula é também uma subexpressao.
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Definicao 8.7 (literal) Um literal, na Légica de Predicados, é um dtomo ou a negagdo de um
datomo. Um dtomo € um literal positivo. A negag¢do de um dtomo é um literal negativo.

Defini¢ao 8.8 (forma normal) Seja H uma férmula da Ligica de Predicados.

e H estd na forma normal conjuntiva, fnc, se € uma conjungao de disjuncgoes de literais.

e H estd na forma normal disjuntiva, fnd, se é uma disjungcao de conjungoes de literais.

Definigao 8.9 (ordem de precedéncia) Na Ldgica de Predicados, a ordem de precedéncia dos
conectivos € a sequinte:

e maior precedéncia: —;

e precedéncia intermedidria superior: ¥V , 3;

e precedéncia intermedidria inferior: — , «;

e precedéncia inferior: V , N\ .
Correspondéncia entre quantificadores.

Defini¢ao 8.10 (comprimento de uma féormula) Dada uma férmula H, da Légica de Predi-
cados, o comprimento de H, denotado por comp[H], é definido como se seque:

e se H é um dtomo, entio comp[H| = 1;

e se H=-G, entao comp[—G| =1+ comp|G];

e se H=(E ¢ G), onde O € um dos conectivos V,A ,— < entdo comp[E ¢ G] = 14 comp|E]+
comp|G];

o se H=(AZ)G, onde A\ é um dos quantificadores ¥V ou 3, entao comp[(AZ)G] = 1+ comp|G].

O Principio da Inducao na Légica de Predicados

Proposicao 8.1 (principio da induc¢ao na Loégica de Predicados) Seja B[E] uma asser¢ao
que se refere a uma formula E da Légica de Predicados. Se as duas propriedades a) e b) a seguir
sao verdadeiras, entdo concluimos que B[E] € verdadeira para qualquer formula E.

a) Base da Indugio. B[A] é verdadeira para todo dtomo A.

b) Passo da indugdo. Sejam G e H duas formulas. Se B|G] e B[H] sao verdadeiras, entdo B[-H],
B[G V H] e B[(Vxz)H] sdo verdadeiras.

Proposigao 8.2 (comprimento de uma féormula) Sejam H e G duas formulas da Ldgica de
Predicados.

Se G é uma subfdrmula de H, entio comp|G| < comp[H].
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Classificagoes de variaveis.

Definigao 8.11 (escopo de um quantificador) Seja E uma férmula da Légica de Predicados.

o Se (VZ)H é uma subformula de E, entio o escopo de (V&) em E € a subformula H.

e Se (Ix)H € uma subformula de E, entdo o escopo de (%) em E ¢é a subférmula H.

Definicao 8.12 (ocorréncia livre e ligada) Sejam & uma varidvel e E uma férmula.

e Uma ocorréncia de & em E € ligada se T estd no escopo de um quantificador (V&) ou (%) em
E.

e Uma ocorréncia de & em E € livre se nao for ligada.

Defini¢ao 8.13 (variavel livre e ligada) Sejam & uma varidvel e E uma formula que contém .

e A varidvel T € ligada em E se existe pelo menos uma ocorréncia ligada de £ em E.

e A wvaridvel & € livre em E se existe pelo menos uma ocorréncia livre de & em E.

Definicao 8.14 (simbolo livre) Dada uma formula E, os seus simbolos livres sio as varidveis
que ocorrem livres em E, os simbolos de funcgao e os simbolos de predicado.

Definicao 8.15 (féormula fechada) Uma formula € fechada quando nao possui varidveis livres.

Definicao 8.16 (fecho de uma féormula) Seja H uma férmula da Ldgica de Predicados e
{&1,...,&n} 0 conjunto das varidveis livres em H.

e O fecho universal de H, indicado por (Vx)H, € dado pela formula (Vi1)...(VZ,)H.
e O fecho existencial de H ,indicado por (3x)H, é dado pela formula (3%1)...(3%,)H.

Exercicios

Exercicios de Computagao
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9

A semantica da Loégica de Predicados

Introducao

Interpretacao das Variaveis, Fungoes e Predicados

Defini¢ao 9.1 (interpretacgao de variaveis, fungoes e predicados) Seja U um conjunto nao-
vazio. Uma interpretacao I sobre o dominio U, na ldgica de predicados, € uma fungao tal que:

e 0 dominio da funcao I € o conjunto dos simbolos de fungao, de predicados e das expressoes da
Légica de Predicados.

A interpretacao das varidveis, funcgoes e predicados € dada por:

e para toda varidvel &, se I[X] = &y, entdo Xy € U;

9]

e para todo simbolo de func¢do f, n-drio, se I[f] = f;, entdo f; € uma fungao n-dria em U, isto
é fr:U"—=U;

e para todo simbolo de predicado p, n-drio, se I[p] = pr, entdo p; € um predicado n-drio em U,
isto é, pr : U™ — {T, F};

e 0 caso em que E € uma expressio, I[E] € definida por um conjunto de regras semdnticas
consideradas mais adiante.



ELSEVIER LOGICA para CIENCIA da COMPUTACAO

Regras Seméanticas para Interpretagcao de Expressoes

Defini¢ao 9.2 (regras seméanticas para interpretagao de expressoes) Seja E uma expressao
e I uma interpretagdo sobre o dominio U. A interpretacao de E conforme I, indicada por I[E], é
determinada pelas regras:

e se E = false, entao I[E] = I[false] = F;

e se = f(tl,...,tn) onde f(tl,...,tn) é um termo, entdo

1%

I[E] = I[f(t1, s tn1)] = fi(te, s tn,) onde I[f] = fi e para todo termo t;, I[t;] =t;,;

o se E=p(ty,...,t,) onde p(t1,...,tn) € um dtomo, entdo
IE) = I[p(t1, ...y tn)] = Dr(t1,s s tn, ) onde I[p] = Py e para todo termo t;, I[t;] =t;,;

e se E=-H onde H € uma féormula, entao
IE)=1I[-H|=T seI[H|=F eI[E|=1[-H|=F seI[H| =T;

o se E=HV G, onde H e G sao duas formulas, entdo
IE)=I[HVG]|=T seIH =T ¢/ouI[G]=T eI[E|=1HVG]=F se I|H] = I[G] = F;

e 0s casos em que E = (Vx)H e E = (3x)H sao considerados adiante.
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Regras Seméanticas para Interpretagcao de Formulas com Quantificadores

Definicao 9.3 (interpretacao estendida) Seja I uma interpretagao sobre um dominio U. Con-
sidere T uma varidvel da Logica de Predicados e d um elemento de U.

Uma extensao de I, conforme I e d, € wma interpretacao sobre U, denotada por < & «— d > 1,
tal que:

d sey==x

onde v € uma varidvel qualquer.

Defini¢ao 9.4 (regras seméanticas para interpretagao de formulas com quantificadores)
Sejam H uma formula, £ uma varidvel e I uma interpretacao sobre o dominio U.

Os valores semanticos de I[(VE)H] e I[(32)H] sao definidos pelas regras:

o [[(VE)H] =T se, e somente se, Vde U, <¥«—d>IH|=1T;
o [[(VZ)H]=F se, e somente se, Id € U; <&+« d>I[H]=F;
o J[(FX)H] =T se, e somente se, Id€U; <&« d>IH|=T;
e I[(3X)H])=F se, e somente se, Vd e U, <%+« d>I[H]=F.

Representacao de sentencas na légica de predicados

Exercicios

Exercicios de Computacao
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Propriedades seméanticas da Loégica de Predicados

Introducao

Propriedades Seméanticas

Defini¢ao 10.1 (propriedades seméanticas basicas da Logica de Predicados) Sejam
HaGaHlaH27'--;Hn
formulas da Logica de Predicados. As propriedades semdnticas basicas da Légica de Predicados sao

definidas a sequir.

e H ¢ wdlida se, e somente se, para toda interpretacao I, I[H] = T. No caso em que a andlise da
interpretacao de H ndo requer a interpretacao de quantificadores, entdo H € tautologicamente
vdlida.

e H ¢ satisfativel se, e somente se, existe pelo menos wma interpretagao I, tal que I[H] =T.

e H ¢ uma contingéncia se, e somente se, existem pelo menos duas interpretacoes I e I, tais
que 1[H] =T e IL[H] = F.

e H ¢ contraditdria se, e somente se, para toda interpretagio I, I[H] = F.

o H implica semanticamentel G se, e somente se, para toda interpretacio I, se I[H] =T entdo
IG]|=T.

o H equivale semanticamente® a G se, e somente se, para toda interpretacio I, I[H) = I[G].
e Uma interpretagao I satisfaz H se I[H| =T.

e O conjunto
8={Hy,Hs,....,Hp,...}

€ satisfativel se, e somente se, existe uma interpretacao I, tal que
IH||=I[Hs]=...=1[H,]=...=T.

Nesse caso, I satisfaz o conjunto de formulas, o que é indicado por I[3] = T. Dado um conjunto
de formulas vazio, entdo toda interpretacao I satisfaz esse conjunto.

L A implicacdo semantica na Logica de Predicados é também denominada implicacéo logica.
2 A equivaléncia semantica na Logica de Predicados é também denominada equivaléncia logica.
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o O conjunto
B={Hy,Ha,...,Hy,,...},

implica semanticamente uma formula H, se para toda interpretacao I; se I[S] = T, entdo
IH =T.

Notagao. Como na Loégica Proposicional, se H é uma conseqiiéncia logica seméntica de um
conjunto de formulas 3, entao tal fato é indicado por 5 E H.

Notagao. Para simplificar, muitas vezes é utilizado neste livro apenas o termo "implicagao"
no lugar de "implicacdo semantica", ou "implicacdo sintatica". E o contexto quem determina
qual tipo de termo esta sendo utilizado. De forma anéloga, o termo "equivaléncia" pode representar
"equivaléncia semantica", ou "equivaléncia sintatica". Se a implicagdo ou equivaléncia é uma
implicacao ou equivaléncia seméntica da Logica Proposicional ou de Predicados, tal fato também
deve estar indicado implicitamente no contexto. Além disso, a notagao F H também indica que H
é tautologia ou é vilida.

Satisfatibilidade de Formulas
Validade de férmulas

Implicagoes e Equivaléncias entre Férmulas

Proposigao 10.1 (implicagao) Dada uma formula H e & uma varidvel qualquer da Ldgica de
Predicados,

se H € vdlida, entao (VE)H € vdlida.

Proposigao 10.2 (insatisfatibilidade) Considere as formulas
H = (V2)(3y)E(z,y) e Hs = (Vo) E(z, f(2)),
onde E € uma formula que contém as varidveis livres x e y; e [ € uma funcao qualquer.

Se H € insatisfativel entao Hy € insatisfativel.

Lema 10.1 (interpretacao estendida e variavel ligada) Seja H uma férmule na qual a va-
ridvel & nao ocorre livre. Dada uma interpretacao I sobre um dominio U, entdo

VdeU, <%+«d>I[H]=I[H|

O conjunto das férmulas validas nao é decidivel.

Exercicios

Exercicios de Computacgao

44



11

Programacao Loégica

Introducao

Sintaxe da Programacgao Loégica

Defini¢ao 11.1 (clausula de programa) Uma cldusula de programa, na Légica de Predicados,
€ uma cldusula do tipo

C=Vx1)...(Vz,)G,
onde G € uma disjuncao de literais, que contém exatamente um literal positivo.
Notagao. Uma clausula de programa
(Vx)(BV —A1 V...V —A4,)

é denotada por
B<—A1,...,An.

Nesse caso, B é a cabega da clausula e Aq,..., A, é a cauda.

Definicao 11.2 (clausula unitaria) Uma cldusula de programa unitdria é uma cldéusula do tipo
B «— . Nesse caso, a cldusula nao contém literais negativos.

Definigao 11.3 (programa logico) Um programa ldgico é um conjunto de cldusulas de pro-
grama.

Definigao 11.4 (clausula objetivo) Uma cldusula objetivo é uma cléusula do tipo — Ay, ..., A,.
Nesse caso a cldusula nao contém literal positivo e nao € uma cldusula de programa.

Defini¢ao 11.5 (clausula vazia) Uma cldusula vazia é uma cldusula que nao contém nenhum
literal. Uma cldusula vazia C é denotada por C = WM. Observe que a cldusula vazia nao € uma
clausula de programa.
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Algoritmo da Unificagao

Definicao 11.6 (substitui¢do) Uma substituicao na Légica de Predicados é um conjunto
0= {i‘l — tl, ,i‘n — tn},
onde para todo i, T; € varidvel e t; € termo tal que &; # t;. Além disso, para todo i,j, tem-se que

Z; # &; sei # j. O conjunto vazio {} € a substituicdo vazia.

Notagao. Se o conjunto S é unitério, isto é, S = {E}, entao a aplicagdo de 6 a S é igual a
aplicacao a E, sendo denotada por: S0 = E6.

Definicao 11.7 (composicao de substituicoes) Considere as substituigoes
01 ={{x1 —t1,...,n —tn} e ={y1 < $1, e, Ym < Sm }.

A composigio de 01 e O, denotada por 610z, € calculada como se seque:

1. Construa o conjunto

$1 ={x1 — 162, ...,z = 02, Y1 < 1,y Ym < S}

2. Retire de ¢1 as ligagoes y; < s; tal que y; = x; para algum j; 1 < j < n.
Faca ¢o igual ao novo conjunto.

3. Retire de ¢o as ligagoes x; < t;05 tal que x; = t;02. Faca 6165 igual ao conjunto obtido.

Proposigao 11.1 (composicao de substituigées) Considere as substituicoes 01,02 e 03 e uma
expressao C. Tem-se que

a) 91{} = {}91 = 91.

b) (CO1)03 = C(0165).

C) 91(9293) = (9192)93.

Definigcao 11.8 (conjunto de diferencas) Seja S = {A4i,...,4,} um conjunto finito de ex-
pressoes. O conjunto de diferencas de S € determinado pelos procedimentos a seguir.

1. Aponte para o simbolo mais & esquerda em cada expressao A;, 1 <i<m.

2. Enquanto todos os simbolos apontados coincidirem, desloque simultaneamente o apontador para
o préoximo simbolo, a direita, em cada expressiao A;.

3. Se forem encontrados simbolos apontados que nao coincidem, entao retire a subexpressao E; de
cada expressio A;, que inicia no simbolo de diferenca. Faca o conjunto de diferencas de S igual
a D ={E,...,Epn}. Caso contrdrio, faga D = {}.

Defini¢ao 11.9 (expressoes unificaveis) Um conjunto de expressées S € unificdvel se existe
uma substitui¢io 0 tal que |SO| = 1. Nesse caso, 0 € denominada unificador de S.

Definigao 11.10 (unificador mais geral) Seja 6 um unificador do conjunto de expressdes S. 6
€ um unificador mais geral de S, umg, se para qualquer unificador ¢ de S, existe uma substitui¢ao
¢ tal que o = 0¢.
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Definicao 11.11 (algoritmo da unificacao) Seja S um conjunto de expressdes da Ldgica de
Predicados. Se S € unificavel, o algoritmo a sequir determina um wmg de S, caso contrdrio, ele
indica que S nao € unificivel. Sejam k € N e 0y substituicoes.

1. Faga k=0 e by ={}.

2. Se |SOx| =1, entao pare! 0y, é um umg de S.
Caso contrdrio, determine o conjunto de diferencas Dy de SO.

3. Se existe uma varidvel x e um termo t em Dy tal que x nao ocorre em t, entdo faca
Op+1 =0p{z — t},k=k+1, vd para o passo 2.
Caso contrdrio, pare! S ndao € unificqvel.

Resolugao-SLD

Definigao 11.12 (regra de computagdo) Uma regra de computacdo € uma fungdo que sele-
ciona um literal a partir de uma lista de literais de uma cldusula objetivo.

Definicao 11.13 (resolvente-SLD) Considere uma cldusula objetivo
Gi=(—A,... Ap,y. .., Ag),

uma cldusula de programa
Ci+1 = (A — Bl7' . '7Bq)7

e Rc uma regra de computagao. A cldusula objetivo G;1+1 € o resolvente-SLD de G; e C;41 utilizando
um unificador mais geral ;11 via Rc se as condigoes sao satisfeitas.

o Rc(G;) = An,
® AmGiH = A0¢+1 onde 9i+1 é um umg de {Am, A}
o G,y1 € a cldusula objetivo
{Gi+1} = {(H Al, ey Am—la Bl, ey Bq,Am+1, e ,Ak)}ﬁiﬂ.
Nesse caso, G;+1 € denotada por:

Giy1 = Res(Gy, Ciq1,0i41, Re).

Notagao. Dada uma clausula objetivo G; = («— Ay,..., Ay, ..., Ag), uma clausula de pro-
grama C;41 = (A «— By, ..., B,) e Rc umaregra de computagao. Se G;4+1 = Res(G;, Ciy1, 041, Re),
entao a notagao da Figura 11.1 é utilizada. [

Definicao 11.14 (variagdes) Duas cldusulas de programa C1 e Cs sao variagoes se existem

substituicoes 0 e @ tais que C; = Caf e Cy = Crp . Além disso, as substitui¢oes 6 e @ s6 possuem
ligagoes do tipo x — y, que renomeiam uma varidvel por outra.
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G Cit1,0i41

Git1
Figura 11.1. Notacao para resolvente SLD.

Defini¢ao 11.15 (derivagao-SLD) Sejam P, um programa légico, G uma cldusula objetivo e Re
uma regra de computacao. Uma derivagao-SLD de

P U{G}
via Rc € uma seqiiéncia
Go,G1,Ga,. ..,
tal que
G =Gy

Git1 = Res(Gy, Cit1,0i41, Re).

Cada clausula C; € uma variag¢do de uma clausula de P;, sendo denominada cldusula de entrada.
Veja Figura 11.2.

Go=G C1,01
Y
G1 027 02
Y
G2 037 93
Gi Ci+170i+1

Gi+1

Figura 11.2. Notacao para resolvente-SLD.
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Definicao 11.16 (refutagao-SLD) Sejam P, um programa ldgico, G uma cldusula objetivo e Rc
uma regra de computagao.

e  Uma derwagao-SLD de P, U {G} via Re € fechada se € finita e a dltima cldusula é vazia; caso
contrdrio, ela € aberta.

e Uma refutagao-SLD de P, U{G} de comprimento n é uma derivagao-SLD de P, U{G} via Re
dada pela seqiiéncia Gy = G,G1,...,G, onde G, = {}. Como G,, = {}, a derivagdo € fechada.

Definicao 11.17 (substituicao resposta associada a uma refutacao-SLD) Sejam P, um pro-
grama logico, G uma cldusula objetivo e Rc uma regra de computagdo tais que existe uma refutagao-
SLD de P,U{G} via Re. Se a seqiiéncia de substitui¢oes utilizadas na refutagao-SLD € 61, . .. ,0,,
entao a composicdo 0 ...0, € a substituicao resposta associada a refutacao-SLD via Rc.

Definicao 11.18 (prova por refutagao-SLD) Seja G uma cldusula objetivo e P, um programa
logico. Uma prova de G, por resolu¢io-SLD a partir de P;, é uma refuta¢io-SLD de P, U {G}.

Definicao 11.19 (conseqiiéncia légica por resolugao-SLD) Seja G uma cldusula objetivo e

P, um programa logico. G € uma conseqiiéncia ldgica por resolu¢ao-SLD de P, se existe uma
refutagao-SLD de P, U {G}.

Teorema 11.1 (teorema da completude) Sejam P, um programa légico e G = («— A1,..., Ap)
uma cldusula objetivo. Se P, — (A1A...NA,,) é vdlida, entao existe uma refutagcao-SLD de PU{G?}.

Teorema 11.2 (teorema da corregao) Sejam P, um programa ldgico e G = («— Ay,...,A,)
uma cldusula objetivo. Se existe uma refutacdo-SLD de Py U{G}, entao P, — (A1 AN...NAy) €
vdlida.
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Procedimentos de Refutacao-SLD

Defini¢ao 11.20 (arvore-SLD) Sejam P, um programa ldgico, G uma cldusula objetivo e Rc
uma regra de computagdo. A drvore-SLD associada a P, U {G}, via Re, € definida por:

e cada né da drvore € rotulado por uma cldusula objetivo (pode-se ter a cléusula vazia);
e a raiz da drvore € rotulada pela clausula Gy = G;

e suponha um nd rotulado pela cldusula
Gi=(—A1,...,Am, ..., An)
e pela regra de computag¢ao Rc tal que
Re(Ay, ..., A, Ay) = Ay
Para cada cldusula de entrada
Ciy1=(A < By,...,By),
pertencente a Py, tal que A, e A sdo unificdveis por 0,11, considere
Git1 = Res(G;,Ciy1,0;41, Re).

Nesse caso, o nd rotulado por G; tem um nd descendente rotulado pela cldusula G;y1. A aresta
que liga o né G; ao né G411 € rotulada pela cldusula de entrada Ci11 e pela substituicio 0;41.

e Nds rotulados pela cldusula vazia {} nao possuem descendentes. Os ramos da drvore com folhas
rotulados pela cldusula vazia sdo denominados ramos fechados. Os outros tipos de ramos sdo
abertos. A composicao das substitui¢oes associadas a cada ramo da drvore forma a substituicdo
resposta associada ao ramo.

Exercicios

Exercicios de Computagao
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