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Transformacoes Geomeétricas 2D

GBC204 - Computagao Grafica
Prof. Dr. rer. nat. Daniel Duarte Abdala

Objetivos das Transformacoes

» Possibilitar a modificagdo da forma e posi¢do de objetos;

» De fato, transformacgdes afins estdo entre as ferramentas
matematicas mais fundamentais em computagiao grafica;

» Um uso claro de transformagdes geométricas é
simplificar o processo de modelagem geométrica:
Muitos modelos tridimensionais sdo altamente simétricos. A
simetria pode ser explorada com o auxilio de transformages
para simplificar o processo de modelagem. Modela-se uma
parte e se produz a contra-parte simétrica simplesmente por
transformagdes geométricas;

Objetivos das Transformacoes

Um segundo uso de transformagdes é encontrado em
animagbes. Pense em uma animagdo simples em que um carro
se movimenta por uma pista circular. O modelo (carro e pista)
em si ndo muda. Apenas a posi¢ao do carro ao longo do
tempo.Tal pode ser realizado pela simples translagao do carro;
Um terceiro, ndo 6bvio, uso de transformagées geométricas
refere-se a renderizagdo. Apds um modelo 3D ter sido criado
se faz necessario que tal seja transposto para uma superficie
2D. Para tal sdo utilizadas transformagbes de perspectiva.

Viewport — Uma janela em uma tela, um quadro de
um video ou uma versio em papel impresso.

Transformacoes em 2D

» O plano-xy (plano do modelo), denotado por R? = RxR
refere-se ao plano cartesiano usual consistindo de pontos
(s y):

x = (x4, X,) onde x,x, € R,éum ponto no plano-xy

v v

0 é o ponto de origem © = (0,0)

(X415 Xp+Y5)

Y Xy = Xty Xty

»ax = {ax;, oxy , a €R

DEF: Uma transformagio em R? é um mapeamento
A:R2~ R? no qual cada ponto x € R? é mapeado para
um Unico ponto A(x), também em R2.

> X+Y

v

Transformacoes Lineares

» DEF:Seja A uma transformagdo. A é uma transformagao
linear se as duas condigdes a seguir forem atendidas:
va € R A Vx € R2, A(ax) = aA(X)
Vxy € R2 =A(x) +A(y)
»  Exemplos:

A,y e (ty, X
Ay (x, y) = (x, 2y)
Ay X, y) B (x+y, )
Ay (X, ) o (X,-y)

As: (X, y) = (=%, -y)

Representacao Matricial de Transformacgoes
Lineares

» A composicio de diversas transformagées é comum em
aplicagoes de CG;
A computagao de tais transformagdes pode ser
problematica e ineficiente;
Felizmente, é possivel expressar tais transformagdes via
Algebra linear, tornando sua computagdo muito mais
eficiente (e.g. Usando suporte a multiplicagao matricial
em hardware - GPUs):
Os eixos candnicos X, e y podem ser expressados pelos
vetores:

i= {1, o eixo-x

j= (0, 1) eixo-y

v

v

v
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Representacao Matricial de Transformacoes

Lineares

» Qualquer vetor X = {X;, X,) pode ser expresso de
maneira Unica como uma combinagio linear de i e j;

x= (i, %3)

» Seja A uma transformagio linear.Sejau = (u;, u,) =
A(i) ev= {v;, v, = A(J). Entdo,por linearidade,
Vx € R?,

A(x)

A(x1,%3) = xA(1),%A(3)
= XU + XV

= (UgXg + UgXy, UpXg + UpX, )

Representacao Matricial de Transformacgoes
Lineares

» Seja M a matriz ["' V'J .Entao,

U v

AN AN X, + VX,
X, u, v, \x, Uy X, +V,X,

» Sendo assim, M é equivalente a A.

Transformacao Inversa

» Considere a matriz de transformagio M a seguir:

oo

» O inverso de M, ou seja M-! pode ser computado como:

(@ pY' 1 (d -b
- c d _det(M) —¢c a e det(M ) =ad —bc

(00 Ly

Exemplo:

» Considere a lista de pontos a seguir:
F={(, 0 , 0 1, @ -1, 1,1, 1, e}

Representando a letra “F”;

» Aplicando a transformagdo linear p7 :(1 Oj obtém-se:
1 2

L)

» Finalmente, os pontos transformados sao:
F={ <, @ , (O 2, (O -2), 1,3, 1,1}

Graficamente...

Transformacoes Rigidas

» DEF: Transformagdes rigidas ou de corpo rigido. Nao
deformam os objetos. Angulos e paralelismo sio
preservados:

distdncias entre pontos;
Angulos entre linhas.

» Trés tipos:
Translagdo;
Rotacio;
Espelhamento.
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Translacao
» DEF: A transformagdo T, é dita uma translagdo provido
que exista um vetor u € R? de modo que:
T X) =x+u = (X;+Uy, X,+U,)
» A composicao de duas translagoes T, e T,, denotada por
T,oT, é equivalente a:
TooT, =Ty (Tu(9)
=T, (x*v)
=x+tv+u
» A transformagio identidade, denotada por I pode ser

definida por uma translagdo que nao modifica a
coordenada original:

I=Teyx)=x+0,0= (0, @)

Translacao

» A transformagio inversa, denotada por A"! é aquela que
composta com a transformagao original, produz a
transformacao identidade

AloA=TI, I=A(X)=x

» A translagdo € um caso particular de uma classe mais
genérica de transformagbes geométricas chamadas de
transformacgades lineares;

Translacao (Linear)

xX'=x+t,
y=y+t,

» Em 2D uma translagio traduz-se simplesmente no
reposicionalmento, ou deslocamento de objetos nos
eixos x e y.

Rotacao

» Pode se dar a partir da origem;

» Pode se dar a partir de um ponto qualquer;

» 0 - angulo de rotagio

» {X., Y., - ponto de rotagio ou ponto pivotal

x'=xcos@—ysin@
y'=xsin@+ ycos8

cosf —siné
R=| . P'=R-P
sind cos@

Angulos positivos s3o no sentido inverso do relégio!

Rotacao

R v

rsin(a+6))
\{ow : ;,; Pelas formulas de adigdo de seno e coseno
——
\, _reos
rcos(a+0) /
x'=rcos(a+0)=r(cosacos@—sinasinf) = xcos@—ysinf
y'=rsin(a+60) =r(sinacos @+sinacos @) = xsinf+ ycos 6

Exemplo

» Rotacionar o tridangulo A={ (@, @) , (3, @ , (3, 2) }em
/6 radianos (30°).

cos e —sin% _ V3/2 —%
sin”6 cos% % x/§/2

|
(57 200
Hoy -G
7 26
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Composicao de Rotacoes
» Similar a composigdo de translagdes;

RyoR,=Ry(R,)

Composicao de Rotacoes
» Relembrando um pouco de trigonometria...

Trig — Formulas de Adigio
sin(@ + ) =sinacos  +sin fcosa

MM cosff —sinf) (cosa -—sina
= . x| . cos(a+ ) =cosacos f—sinacos
PR sing cosfB ) \sina  cosar (@30 B B
cos Bcosa—sin Bsina  —cos Bsina —sin Bcosa [COSﬁCOSQ*SinﬂSina *COSﬁSiﬂﬂ*Sinﬁ'COSﬂ)7 cos(a+f) —sin(@+f)
- sin Bcos@+cos Bsinar —sin Bsina+cos Beosa sin fcosa+cos fsina —sin Bsina+cos fcosa sin(@+fB) cos(a+f)
» Conclusao: Rotagdes sucessivas, ou composi¢ao de
rotagdes se resumem a rotagao da soma dos angulos!
19 20
Reflexao Reflexao

» Em 2D, reflexdes sdo computadas em relagdo a uma linha
de referéncia:
Trés opgdes: em relagdo ao eixo-x, eixo-y ou eixo arbitrario.
»AK) = (X, y)
»AX) = (X, y)

<_X) y> y
<X, —y) ——————————————

» Reflexdo em relagio ao eixo x:
Ax) = X, y) = x,y)
(-1 0
Lo 1
» Reflexdo em relagdo ao eixo y:

AX) = (x, y) = (X, -y

4

22

Reflexao em relacdo a uma linha arbitraria

» Multiplos passos:
Rotacionar a linha de rotagao para coincidir com os eixos x ou y;
Aplicar a reflexdo canénica em relagdo ao eixo escolhido;
Rotacionar de volta (-0)) para reposicionar a linha de reflexdo ao
seu lugar original;

s={{, 0, &1, 2 2}
a=45"=7,
colinha ...
a

Ex:

Exemplo: Reflexdo Arbitraria

» Passo |:Rotacionar a linha de reflexio:

P 0o e I A
Ve ) VWA

AGS)=R_RR,S

{5 A g e
pd e

24
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Exemplo: Reflexdo Arbitraria

{0 R )

{0
ot
i

—_

[¢
53)=

1o

Transformacoes Afins

» DEF:Uma transformagio A é dita afim se ela puder ser
expressa como uma composi¢ao de uma translagiao e
uma transformagio linear:

A=T,oB,3ue R2
A(x) = B(x)+u

» Como u=0 ¢é uma possibilidade, fica claro que toda
transformagao linear é também afim. No entanto, nem
toda transformagio afim é linear. Em particular, se u#0
A(x) = B(x)+u nao ¢ linear, pois ndo mapeia @ + 0.

26

Escalonamento

» Duas possibilidades: aumento ou diminuigdo
Zoon in,zoon out
» Computado em relagdo ao centro do objeto

» k — fator de escalonamento
A(P)=M,P

(K 0) (%) [k
o JOHe
» Caso k>| —aumento (zoon in)
» Caso 0<k<I — diminuigao (zoon out)
» Também é possivel escalonar em apenas um eixo, ou em
porgoes distintas em cada eixo: 7(/{1 ()j
“lo ok

Escalonamento - Exemplo

f s={&, @, G o, @2, G2}

T S(3) = X, 1=
0 2)(2) \4
AS)=M,S
[2 OJk(S(i)xJ (zg(i)xj 5(4):(2 ojx[a]:(
= X = 02 2
0 2)(SGy) \28G)y

28

k=2

Ecalonamento Centrado

I. Encontrar o baricentro ou centro de massa do objeto;
2. Transladar o objeto para a origem @ = (x, y) ;

3. Escalonar o objeto;

4. Transladar de volta para o centro de massa;

A(P)=P-BS+B

29

Escalonamento Centrado — exemplo
Y Y
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Escalonamento Centrado — exemplo
P={(, 0, G, 0, 12, 3 2 }

n

2.5,

B(S), = = :(1+311+3): )
n B=
ZS"‘ 0+0+2+2) (lj
B(S), ==— = =1

P-B  P={(1, -1}, (1, -1), (1,1, (1, 1) }

oo HOHCIOHE HEI-EHOH
ol HEHELCHE HOHE-CHEH
o £ R0
o E HE-EHH

s={{, -1), (@, -1), (e, 3), 4, 3)}

S N

N o

N
X

(S}
(=)
P
X

0 2

32

Achatamento (shear)

A(P)=‘M‘SP‘

Transformacoes 2D em OpenGL

» OpenGL mantém diversas matrizes que controlam como
objetos do mundo sdo desenhados, onde a cimera/ponto
de vista é posicionado e onde a imagem ¢é apresentada na
tela.

» ModelView — matriz utilizada primariamente para
posicionar objetos no espago 3D;

Definindo a coordenada z como 0.0 a transformacao
especificada se restringira a atuar apenas no plano x,y,0;




