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Lista de Exercicios

Esta lista de exercicios foi criada com o intuito de prover ao aluno uma plataforma
para a revisao sistematica do conteldo visto em aula. Estes exercicios nao sao de
nenhuma maneira uma cobertura perfeita dos possiveis exercicios em teoria dos grafos
muito menos um exemplo de questées a serem cobradas em avalia¢des. Aconselha-se
fortemente ao aluno que completar esta lista que use subsequentemente as listas de
exercicios do livro texto como fonte adicional de estudos.

CONCEITOS BASICOS
1. Dado os grafos abaixo, forne¢a sua representa¢ao grafica:
(a) G(V,A) = {V = {a,b,c},A = {}}
(b) H(V,A) = {v = {1,2,3,4,5},A = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},
{1,7},{1,8},{1,9},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{2,7},{2,8},{2,9},{3,4},
{3,5},{3,6},{3,7},13,8},{3,9},{4,5},{4,6},{4,7},{4,8},{4,9},{5,6},
{5,7},{5,8},{5,9},{6,7},{6,8},{6,9},{7,8},{7,9},{8,9}}}

(C) I(VJA) = {V = {1)233)4}JA = {{1J2}1{2)3}J{3)4}J{4)1}}}
(d) J(VJA) = {V = {a)ch)dJe}J A = {{an}){aJc}){axd}){axe}}}
(e) L(VJA) = {V = {XJy)ZJW}) A = {{x,y}{s,z},{y,z}}}

2. Qual a diferen¢a entre grafos simples e grafos complexos? Que tipo
de estruturas podem estar presentes em um grafo complexo que nao
podem existir em grafos simples?

3. Seria correto afirmar que um grafo simples é um grafo complexo mas
que um grafo complexo ndao pode ser um grafo simples? Justifique sua
resposta com base em 1ldégica proposicional e nas definig¢Oes de
grafos simples e complexo.

4, Dados os grafos dos anexos 1 e 2, forneg¢a sua representacao
utilizando a nota¢ao de teoria dos conjuntos.

5. Considerando os grafos dos anexos 1 e 2, informe suas ordens e
tamanhos.

6. Ainda considerando os grafos dos anexos 1 e 2, informe o grau de
cada um de seus vértices.

7. identifique o menor grau (ds) maior grau (d,) e calcule o grau médio
(dy) para os grafos do anexo 1.

8. Com base nos grafos dos anexos 1 e 2, informe quais deles possuem
vértices isolados.
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Represente os grafos dos anexos 1 e 2 utilizando matrizes de
adjacéncia.

Represente os grafos dos anexos 1 e 2 utilizando matrizes de
incidéncia.

Represente os grafos dos anexos 1 e 2 utilizando 1listas de
adjacéncia.

Com base nos grafos dos anexos 1 e 2, informe quais deles sao K-
regular, e qual o valor de K para aqueles que sejam.

Considere a defini¢ao de grafos ciclicos dada abaixo. Ha alguma
caracteristica particular de grafos «ciclicos que poderia ser
utilizada como defini¢ao alternativa? Em caso afirmativo, qual
seria ela?

"0 grafo ciclico de v vértices, denotado por Cx, é aquele formado
por v vértices. O conjunto de arestas obedece a seguinte regra:
A={{1,2}, {2,3},...{v-1,v}, {v,1}} onde v € Z A v 2 3."

Considere a definicao de grafos completos dada abaixo. O grafo
simples definido por um uUnico vértice e nenhuma aresta pode ser
considerado um grafo completo? Justifique sua resposta.

"0 grafo completo de v vértices, onde v € Z denotado por K,
aquele composto pelo conjunto de vértices V = {1,2, --,v} e
conjunto de arestas contendo todas as possiveis arestas."

o m

Sabemos que o numero de arestas de um grafo simples completo é
dado pela relacao: |A| = %|V|[(|V]|-1). Considere um grafo simples
completo que contenha 10.000 vértices.

(a) quantas arestas o grafo em questdo contera?

(b) considerando que a matriz de adjacéncia utilize 1 byte para
cada célula, quantos bytes serdao necessarios para armazena-la em
memoria?

(c) considerando que a matriz de incidéncia utilize 1 byte para
cada célula, quantos bytes serdao necessarios para armazena-la em
memoria?

(d) Quanto espa¢o em bytes é desperdicado pela matriz de adjacéncia
devido a dublicag¢do da informacdo e células irrelevantes? (uma
célula irrelevante é aquela do tipo MA(i,i) que sempre sera igual a
zero em um grafo simples)

(e) considerando um sistema computacional com 8 GB de meméria dos
quais 5 GB estao livres para aplica¢des do usuario. O sistema
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operacional deste sistema em questao trabalha com espagos de
endere¢amento de 32 bits, ou seja, o tamanho maximo que um programa
pode assumir é de 4GB. Considerando que o cdédigo do programa ocupe
16KB, qual seria a grafo de maior ordem passivel de ser
representado nesta situa¢ao por meio de uma matriz de adjacéncia?

Considere um grafo simples bipartite completo qualquer.
Considerando que |X| seja o nimero de vértices em uma das particdes
e |Y| o nimero de vértices na segunda particdo, quantas arestas
existirdo neste grafo? (Relembre a férmula para o numero de arestas
em grafos completos e use ela como base para trabalhar a férmula
para grafos bipartite).

Sabemos que a matriz de adjacéncia desperdi¢a muito espac¢o de
armazenamento pois a diagonal principal é sempre zero e a matriz é
simétrica, ou seja, a informagao do triangulo inferior é replicada
no triangulo superior. Dado um grafo simples G qualquer, se
provarmos que ele é bipartite podemos diminuir consideravelmente o
espa¢o de armazenamento necessario para a matriz de adjacéncia.
Identifique na anexo 1 quais grafos sao bipartite e represente-os
utilizando matrizes de adjacéncia bipartite. A seguir, calcule a
porcentagem de espa¢o (em nimero de células) economizada em relacao
a representa¢ao por matriz de adjacéncia.

Utilizando os grafos dos anexos 1 e 2 como base, desenhe os
grafos inversos deles.

Utilizando os os grafos dos anexos 1 e 2, forne¢a ao menos um
subgrafo gerador para cada grafo do anexo caso eles assim o
admitam. Para os grafos que eventualmente nao possuir um subgrafo
gerador, forne¢a uma justificativa para tal.

Escreva um programa em C ou qualquer outra 1linguagem de sua
preferéncia que execute as seguintes tarefas:
(a) leia uma sequéncia de numeros X do teclado e a armazene em um
array;

(b) interprete a sequéncia de X numeros como uma matriz de NxM (N
linhas e M colunas) e a converta para uma matriz de incidéncia.
Note que N representa o numero de vértices e M o numero arestas.
NxM = X.

(c) interprete a sequéncia de X numeros como uma matriz de NxN (N é
0 numero de vértices) e a converta para uma matriz de adjacéncia.
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(d) o programa deve ser capaz de verificar que |X| é condizente com
a transformacdao que se deseja executar (matriz de incidéncia ou
adjacéncia).

(e) escreva uma funcao que dada a matriz de incidéncia e um vértice
como entrada, compute o grau deste vértice d(v).

(f) escreva uma fun¢ao que dada uma matriz de incidéncia compute o
grau maximo.

(g) escreva uma fun¢do que dada uma matriz de incidéncia compute o
grau maximo.

(h) escreva uma fun¢do que dada uma matriz de incidéncia compute o
grau maximo.

(i) escreva uma fun¢do que dada uma matriz de incidéncia compute o
grau médio.

(j) escreva uma funcdo que responda categoricamente (SIM ou NAO) se
o grafo é conexo.

(k) escreva uma funcdo que responda categoricamente (SIM ou NAO) se
o grafo é NULO.

(1) Extenda o programa para que ele seja capaz de ler uma segunda
sequéncia de numeros Y do teclado e que seja capaz de também a
converter para uma matriz de adjacéncia.

(m) escreva uma funcdo que responda categoricamente (SIM ou NAO) se
dois grafos sdo iguais.

(n) escreva uma funcdao que dada uma matriz de adjacéncia como
entrada, imprima na saida padrao a representag¢ao em conjuntos do
grafo. (imprima o conjunto de vértices e arestas: V={a,b,c...},

A={a,b},{b,c}, ...).

(o) escreva uma funcdo que tendo como entrada uma matriz de
adjacéncia e dois vértices u,v €V responda se existe um caminho
entre u e v.

(p) escreva uma fun¢ao que tendo como entrada uma matriz de

adjacéncia e dois vértices u,v €V imprima a sequéncia de vértices
de um caminho que leva de u até v.
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(gq) escreva uma fun¢ao que tendo como entrada uma matriz de
incidéncia e dois vértices u,v €V responda se existe um caminho
entre u e v.

(r) escreva uma fun¢do que receba como parametro duas matrizes de
adjacéncia representando dois grafos G e H. A fun¢do deve retornar
uma matriz de adjacéncia do grafo que é a intersecc¢ao de G e H.

(s) escreva uma fun¢do que receba como parametro duas matrizes de
adjacéncia representando dois grafos G e H. A fun¢do deve retornar
uma matriz de adjacéncia do grafo que é a unido de G e H.

(t) escreva uma funcdao que receba como parametro uma matriz de
adjacéncia e responda categoricamente (SIM ou NAO) se o grafo em
questao é K-regular. A fun¢ao deve ainda retornar o valor de K em
caso afirmativo. (Utilize retorno de valores por referéncia por
exemplo)

(u) escreva uma fun¢ao que dado um grafo simples G qualquer informe
categoricamente (SIM ou NAO) se o grafo em questdo é ou ndo
bipartite. (lembre-se que um grafo bipartite subdivide V em dois
grupos X e Y, e que nao pode existir arestas entre vértices do
mesmo subgrupo. Como um vértice tem necessariamente que existir em
um dos dois grupos, pegue um vértice randbmicamente e atribua ele a
qualquer dos dois grupos. A partir dai vocé sabe que os vértices
adjacentes devem estar no outro grupo)

(v) escreva uma fun¢ao que dado um grafo simples G qualquer
verifique se o grafo é bipartite e em caso afirmativo, particione V
em V; e V, e retorne estes subconjuntos de V.

(w) escreva uma funcao que dada a matriz de adjacéncia de um grafo
simples G qualquer retorne a matriz de adjacéncia de seu
complemento.

(x) escreva uma fun¢do que receba duas matrizes de adjacéncia dos
grafos G e H e responda categoricamente (SIM ou NAO) se H é
subgrafo de G.

(y) escreva uma fun¢do que receba duas matrizes de adjacéncia dos
grafos G e H e responda categoricamente (SIM ou NAO) se G é
supergrafo de H.

(z) escreva uma fun¢do que receba duas matrizes de adjacéncia dos

grafos G e H e responda categoricamente (SIM ou NAO) se H é um
subgrafo gerador de G.
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(1a) escreva uma funcdo que responda categoricamente (SIM ou NAO)
se um dado grafo é conexo.

(1b) escreva uma fun¢do que retorne todos os componentes conexos de
um grafo.

(1c) escreva uma fun¢ao que receba como parametros a matriz de
adjacéncia de um grafo G e dois vértices u e v. A fun¢ao deve
computar a distancia de u para v e retorna-la.

(1d) escreva uma fun¢do que retorne a distancia minima entre dois
vértices.

(EXTRA) Escreva uma fun¢do que tendo como entrada a matriz de
adjacéncia de um grafo plote graficamente o grafo. (utilize por
exemplo a biblioteca graphviz para facilitar sua vidal)

Considere o labirinto apresentado na figura a seguir. Este é um
problema trivial que muitos de ndés humanos resolvemos a titulo de
entretenimento. No entanto ele se apresenta como um problema
complexo para um computador resolver. A primeira dificuldade
refere-se a transportar o labirinto para uma representag¢ao
computacional adequada. Assumindo que o labirinto seja apresentado
como uma imagem, faz-se necessario que técnicas de processamento de
imagens sejam empregadas. Assumindo uma fun¢ao que transforme a
imagem do labirinto em um conjunto de pontos que representam as
intersec¢oes do labirinto, como poderiamos modelar e
subsequentemente resolver o problema: Iniciando-se em uma das trés
entradas encontrar um caminho que leve ao centro (estrela) do
labirinto?

Dado um grafo simples G de ordem N, considerando a matriz de
adjacéncia de G e ainda considerando que cada célula da matriz de
adjacéncia ocupe exatamente 1 byte, quantos bytes serao
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desperdicados devido a replicagao na matriz de adjacéncia.
Apresente seu raciocinio e calculos.

Qual a diferen¢a entre passeios e caminhos em um grafo? Seria
correto afirmar que um caminho é um passeio mas que um passeio nao
€ necessariamente um caminho? Justifique sua resposta.

Modele os seguintes problemas utilizando grafos simples:

(a) Dado os numeros inteiros na faixa [1..9]. Considere uma regra
de relacao entre eles que estabelece uma rela¢ao entre numeros cuja
soma dos algarismos seja um numero multiplo de 3. EX: numeros 1 e
2, a soma dos algarismos é 3 que obviamente é multiplo de 3. Sendo
assim eles sao relacionados. Considere agora os numeros 3 e 7. A
soma é 10 que naturalmente nao é multiplo de 3, consequentemente
eles ndo sao relacionados.

(b) Considere o mini tabuleiro de xadrez apresentado abaixo (figura
da esquerda).

B P 11213 /\\ //,7
415|6 / \ <\\
p B 71819 ¥ N >
ﬂ 5 2N
1 1 2 It

Uma rede de computadores em Anel é aquela que cada computador e
ligado a dois outros, necessariamente aos computadores localizados
imediatamente a sua direita e esquerda. Considere uma rede em anel
composta por 10 computadores. Um computador A pode enviar uma
mensagem para o computador B diretamente apenas se B estiver
imediatamente a esquerda ou a direita de A. Caso este nao seja o
caso, o Computador A enviara a mensagem para algum de seus vizinhos
que retransmitird a mensagem para seu vizinho até que ela chegue ao
computador B.

(a) Modele o problema utilizando a teoria dos grafos.

(b) 0 grafo resultante é alguns dos tipos especiais de grafos que
estudamos? Em caso positivo nomeie-o e justifique sua resposta.

(c) Qual seria o pior caso em termos de numero de computadores
intermediarios a serem utilizados? Explique o raciocicio.

Considerando os grafos do anexo 3 calcule o peso total do grafo.
0 peso total eh o somatério do peso de todas as arestas.
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Considerando os grafos do anexo 3 estipule caminhos plausiveis e
compute a distancia entre os vértices inicial e final.

Considerando os grafos do anexo 4 calcule o grau de entrada e de
saida para todos os vértices de todos os vértices.

ISOMORFISMO, AUTOMORFISMO E HOMOMORFISMO

Defina os termos isomorfismo, automorfismo e homomorfismo no
contexto de teoria dos grafos e aponte as difereng¢as entre eles com
base em suas definicoes.

Seria correto afirmar que dois grafos que possuem a mesma
representa¢ao algébrica sao iguais e consequentemente isomérficos a
despeito de serem apresentados graficamente de maneira distinta?
Justifique sua resposta.

Seria correto afirmar que um automorfismo é sempre um
isomorfismo, mas que nem +todo isomorfismo é wum automorfismo?
Forneca um par de grafos de exemplo e justifique sua resposta.

Utilizando os pares de grafos apresentados a seguir, defina se
eles sao ou nao isomérficos. Apresente sua justificativa por meio
da fun¢ao de mapeamento.

'I/ \l 'I/ 1\| |'/a\| I'/-b\|
O A A "
a)
I'/-_\I |'/-_\| I( >I I( >I
< AN N -
o)
o/ f/;\ D
@1
b) /TN i/-é\| \\'—/ |'/;\|
Yo = N
vy QW | |
\'/ 5\\ \/ 4\| \'/ \\ |/ b\l
,/_\. N4 A ‘ /,_\‘ o N
& &
P R _ _
‘\ _ /‘ ‘\ _/‘ |[ \I |/ \| \'/ ﬁ\\ |'f;\|
S 7\‘ ‘ /-7\ A X S SO
A A
~ ~ Py £
y- e | } ! |
C _ \
) @Y 7 &~ e i v
A |< 5) g \°/
: |"/ _\| I/-é\| I/-;\I
( ) < &/ <O/
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33. Escolha ao menos cinco grafos dentre os disponiveis nos anexos 1

e 2 forneca ao menos dois homomorfismos para cada um deles.

34, Forne¢ca o conjunto de todos os automorfismos Aut(G) para os
grafos dos anexos 1 e 2.

35. Sabemos que determinar se dois grafos simples quaisquer G e H
sdao isomérficos é um problema NP, e consequentemente nao possui
solucdao em tempo polinomial. Embora este nao seja um problema para
grafos de ordem reduzida grafos decorrentes de problemas reais
possuem geralmente ordens proibitivas. A alternativa é utilizar
métodos heuristicos. Em geral buscamos encontrar caracteristicas ou
estruturas que existem em um deles e que nao existe no outro para
assim decidirmos que os grafos nao sao isomérficos. Cite pelo menos
trés evidéncias que podemos buscar em grafos para provar que eles
nao sao isomérficos.

PLANARIDADE

36. Vimos que grafos planares sao de especial interesse em problemas
de roteamento tal como na geracao do layout de circuitos impressos.
Pesquise na internet que outros problemas requerem que sua
modelagem em termos de teoria dos grafos requer que este seja

planar.
37. Qual a difereng¢a entre um grafo planar e um grafo plano?
38. 0 que sao regides no contexto de teoria dos grafos?
39. Como regides sao definidas?
40. Defina o principio da casa dos pombos e discuta como ele pode

ser Util no processo de provas em teoria dos grafos.

41. Com base nos grafos apresentados nos anexos 1 e 2 identifique
quais sao planares.
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42, Identifique as regides dos grafos planares dentre os

apresentados nos anexos 1 e 2.

43, Defina as regides dos grafos planares dentre os apresentados nos
anexos 1 e 2 com base em seus vértices e arestas de borda.

M\

44, Seria correto afirmar que TODO grafo bipartido completo
planar? Justifique sua resposta.

45, Seria correto afirmar que todo grafo com grau maximo igual a
dois é planar? Justifique sua resposta.

46. Descreva apresentando um exemplo como podemos testar para nao-
planaridade utilizando o teorema de Jordan.
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Anexo 1 - Grafos para os Exercicios
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Anexo 2 - Grafos para os Exercicios
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Anexo 3 - Grafos Valorados
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Anexo 4 - Digrafos para os Exercicios
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