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Aula de hoje

Nesta aula veremos

Funções geradoras ordinárias (FGO)



Séries Geométricas

Exemplo:
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · =

∑
k≥0

1

2

(
1

2

)k

= 1

Caso geral: a + az + az2 + az3 + · · · =
∑
k≥0

azk

Solução para |z | < 1 :
∑
k≥0

azk =
a

1− z



Funções Geradoras Ordinárias (FGO)

Definição:

A(z) =
∑
k≥0

akz
k

é a função geradora ordinária (FGO) da sequência
a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

[zN ]A(z) denota o N-ésimo coeficiente da sequência: aN

sequência FGO

1, 1, 1, 1, . . .
∑
N≥0

zN =
1

1− z

1, 1/2, 1/6, 1/24, . . .
∑
N≥0

zN

N!
= ez



Operações em FGO: mudança de escala

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

então A(cz) =
∑
k≥0

akc
kzk é a FGO de a0, ca1, c

2a2, c
3a3, . . .

sequência FGO

1, 1, 1, 1, . . .
∑
N≥0

zN =
1

1− z

1, 2, 4, 8, 16, 32, . . .
∑
N≥0

2NzN =
1

1− 2z

[zN ]
1

1− 2z
= 2N



Operações em FGO: adição

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

e B(z) =
∑
k≥0

bkz
k é a FGO de b0, b1, b2, b3, . . .

então A(z) + B(z) é a FGO de a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .

sequência FGO

1, 1, 1, 1, . . .
∑
N≥0

zN =
1

1− z

1, 2, 4, 8, 16, 32, . . .
∑
N≥0

2NzN =
1

1− 2z

0, 1, 3, 7, 15, 31, . . .
1

1− 2z
− 1

1− z



Operações em FGO: diferenciação (multiplica pelo ı́ndice)

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

então zA′(z) =
∑
k≥1

kakz
k é a FGO de 0, a1, 2a2, 3b3, . . .

1, 1, 1, 1, . . .
∑
N≥0

zN =
1

1− z

0, 1, 2, 3, 4, . . .
∑
N≥1

NzN =
z

(1− z)2

0, 0, 1, 3, 6, 10, . . .
∑
N≥2

(
N

2

)
zN =

z2

(1− z)3

0, . . . , 1,M + 1, (M + 2)(M + 1)/2, . . .
zM

(1− z)M+1
=
∑
N≥M

(
N

M

)
zN



Operações em FGO: integral (divide pelo ı́ndice)

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

então

∫ z

0
A(t)dt =

∑
k≥1

ak−1
k

zk é a FGO de 0, a0,
a1
2
,
a2
3
, . . . ,

ak−1
k

, . . .

1, 1, 1, 1, . . .
∑
N≥0

zN =
1

1− z

0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . . . .
∑
N≥1

zN

N
= ln

1

1− z



Operações em FGO: somas parciais

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

então
1

1− z
A(z) é FGO de a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .

Prova:
1

1− z
A(z) =

∑
k≥0

zk
∑
n≥0

anz
n

Distribuir: =
∑
k≥0

∑
n≥0

anz
n+k

Mudar de n para n − k =
∑
k≥0

∑
n≥k

an−kz
n

Mudar ordem da soma: =
∑
n≥0

(
∑

n≥k≥0
an−k)zn

Mudar de n − k para k: =
∑
n≥0

(
∑

0≤k≤n
ak)zn



Operações em FGO: somas parciais

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

então
1

1− z
A(z) é FGO de a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .

FGO sequência

1

1− z
=
∑
N≥0

zN 1, 1, 1, 1, . . .

ln
1

1− z
=
∑
N≥1

zN

N
0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .

1

1− z
ln

1

1− z
=
∑
N≥1

HNz
N 1, 1 + 1/2, 1 + 1/2 + 1/3, . . .



Operações em FGO: convolução

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

e B(z) =
∑
k≥0

bkz
k é a FGO de b0, b1, b2, . . . , bk , . . .

entãoA(z)B(z) é FGO de a0b0, a0b1,+a1b0, . . . ,
∑

0≤k≤n
akbn−k , . . .

Prova A(z)B(z) =
∑
k≥0

akz
k
∑
n≥0

bnz
n

Distribuir =
∑
k≥0

∑
n≥0

akbnz
n+k

Mudar n para n − k =
∑
k≥0

∑
n≥k

akbn−kz
n

Troca ordem da soma =
∑
n≥0

∑
0≤k≤n

akbn−kz
n



Operações em FGO: convolução

Se A(z) =
∑
k≥0

akz
k é a FGO de a0, a1, a2, . . . , ak , . . .

e B(z) =
∑
k≥0

bkz
k é a FGO de b0, b1, b2, . . . , bk , . . .

entãoA(z)B(z) é FGO de a0b0, a0b1,+a1b0, . . . ,
∑

0≤k≤n
akbn−k , . . .

1

1− z
=
∑
N≥0

zN 1, 1, 1, 1, 1, . . .

1

1− z

1

1− z
=
∑
N≥0

(N + 1)zN 1, 2, 3, 4, 5, . . .



Expansão de FGO: processo de achar coeficientes: técnicas

Teorema de Taylor

f (z) = f (0) + f ′(0)z +
f ′′(0)

2!
z2 +

f ′′′(0)

3!
z3 +

f ′′′′(0)

4!
z4 + . . .

Exemplo: ez = 1 + z + z2

2! + z3

3! + z4

4! + . . .

Redução a FGO conhecida

Exemplo: [zN ] 1
1−z →

∑
1≤k≤N

1
k = HN

1

1− z
representa 1, 1, 1, 1, 1

Integrar
1

1− z
para obter ln

1

1− z
1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .

Convolução
1

1− z
com ln

1

1− z
: 1, 1 + 1/2, 1 + 1/3, 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4, · · · = HN



Exerćıcio

Provar que
∑

1≤k≤N Hk = (N + 1)(HN+1 − 1)

Passo 1: Achar FGO para o lado esquerdo
Passo 2: Expandir FGO para achar coeficientes



Resolução de recorrências com FGO

Procedimento

Fazer recorrência válida para todo n > 0
Multiplicar ambos lado por zn e somar em n
Avaliar somas para obter equação que satisfaz a FGO
Resolve a equação para derivar uma fórmula expĺıcita para
FGO usando condições iniciais
Expandir a FGO para obter coeficientes



Exemplo 1: recorrência linear (Insertion Sort, melhor caso)

Resolver an = an−1 + 1 com n ≥ 1, a0 = 0

Multiplicar por zn anz
n = an−1z

n + zn

Somar
∑
n≥1

anz
n =

∑
n≥1

an−1z
n +

z

1− z

Se A(z) =
∑
n≥1

anz
n A(z) = zA(z) +

z

1− z

Resolver A(z) =
z

(1− z)2

Expandir A(z) =
1

1− z

z

(1− z)

Convolução de 1
1−z de um deslocamento a direita de 1, 1, 1 . . . z

1−z

Portanto an = n



Exemplo 2: recorrência exponencial (Torre de Hanoi)

Resolver an = 2an−1 + 1 n ≥ 1, a0 = 1

Multiplicar zn anz
n = 2an−1z

n + zn

Somar
∑
n≥1

anz
n =

∑
n≥1

2an−1z
n +

∑
n≥1

zn

Se A(z) =
∑
n≥0

anz
n e a0 = 1 A(z) = 1 +

∑
n≥1

anz
n

Substituição: A(z)− 1 = 2z
∑
n≥1

an−1z
n−1 + z

1

1− z

Como
∑
n≥0

anz
n =

∑
n≥1

an−1z
n−1 A(z)− 1 = 2zA(z) +

z

1− z



Exemplo 3: recorrências lineares alta ordem

Temos an = 5an−1 − 6an−2 para n ≥ 2 com a0 = 0 e a1 = 1

Fazer válida para n ≥ 0 an = 5an−1 − 6an−2 + δn1

Multiplicar por zn e somar em n A(z) = 5zA(z)− 6z2A(z) + z

Resolver A(z) =
z

1− 5z + 6z2

Usar frações parciais A(z) =
c0

1− 3z
+

c1
1− 2z

Achar coeficientes c0 e c1 c0 + c1 = 0

2c0 + 3c1 = −1

Solução é A(z) =
1

1− 3z
− 1

1− 2z

Expandir an = 3n − 2n



Ex. 4: an = 5an−1 − 8an−2 + 4an−3, a0 = 0,a1 = 1, a2 = 4

P/ n < 0 supor an = 0 a0 = 5 · 0 + 8 · 0 + 4 · 0 = 0

Fazer válida p/ n = 1 a1 = 5a0 − 8 · 0 + 4 · 0 + δn,1

an = 5an−1 − 8an−2 + 4an−3 + δn,1

Fazer válida p/ n = 2 a2 = 5a1 − 8 · 0 + 4 · 0 + 0− δn,2
an = 5an−1 − 8an−2 + 4an−3 + δn,1 − δn,2

Definição: delta de Kronecker δn,i = 1 se n = i e δn,i = 0 se n 6= i



Ex. 4: an = 5an−1 − 8an−2 + 4an−3, a0 = 0,a1 = 1, a2 = 4

Usar eq. válida p/ todo n an = 5an−1 − 8an−2 + 4an−3 + δn,1 − δn,2

Usar A(z) =
∑
n≥0

anz
n

× por zn anz
n = 5an−1z

n − 8an−2z
n + 4an−3z

n + δn,1z
n − δn,2zn

Somar em n A(z) = 5zA(z)− 8z2A(z) + 4zA(z) + z − z2

Isolar A(z) A(z) =
z − z2

1− 5z + 8z2 − 4z3

Simplificar A(z) =
z(1− z)

(1− z)(1− 2z)2
=

z

(1− 2z)2

Expandir an = n2n−1



Ex. 5: Ráızes complexas an = 2an−1− an−2 + 2an−3, n ≥ 3

Temos a0 = 1, a1 = 0,a2 = −1.

Faz an válida p/ n ≥ 0 an = 2an−1 − an−2 + 2an−3 + δn,0 − 2δn,1

Multiplica zn e soma A(z) = 2zA(z)− z2A(z) + 2z3A(z) + 1− 2z

Resolve A(z) =
1− 2z

1− 2z + z2 − 2z3

Simplifica A(z) =
1− 2z

(1− 2z)(1 + z2)
=

1

1 + z2

Frações parciais A(z) =
1

2
(

1

1− iz
+

1

1 + iz
)

Expandir an =
1

2
(in + (−1)n) =

1

2
in(1 + (−1)n)

1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, 0, 1 . . .



Recorrências lineares: solução geral

Em recorrências lineares com coeficientes constantes, a FGO é
polinomial e temos um algoritmo.

Solução para an = x1an−1 + x2an−2 + · · ·+ xtan−t , n ≥ t, é
uma combinação linear de t termos.

As ráızes do polinômio 1− x1z − x2z
2 + · · · − xtz

t

são β1,β2,. . . ,βr onde a multiplicidade de βi é mi tal que

m1 + m2 + . . .mr = t

Solução, com t termos, é∑
0≤j<m1

c1,jn
jβn1 +

∑
0≤j<m2

c2,jn
jβn2 + · · ·+

∑
0≤j<mr

cr ,jn
jβnr

as t constantes, c, são determinadas pelas condições iniciais e
ráızes complexas e −1 fazer comportamentos periódicos.



FGO para recorrências lineares

Seja an = x1an−1 + x2an−2 + · · ·+ xtan−t p/ n ≥ t

A FG de an é a(z) = f (z)/g(z)

onde g(z) = 1− x1z − x2z
2 − . . . xtz t

f (z) = g(z)
∑

0≤n<t

anz
n( mod z t)



Exemplo 6: aplicação solução geral

an = 2an−1 + an−2 − 2an−3, n > 2, a0 = 0, a1 = a2 = 1

Seja t = 3

Primeiro, escrever g(z) = 1− 2z − z2 + 2z3 = (1− z)(1 + z)(1− 2z)

Segundo, usar condições iniciais a0, a1, a2 em
f (z) = g(z)

∑
0≤n<t anz

n( mod z t):

f (z) = (z + z2)(1− 2z − z2 + 2z3)( mod z3)

= z − z2 = z(1− z)

Terceiro a(z) =
f (z)

g(z)
=

z

(1 + z)(1− 2z)
=

1

3

(
1

1− 2z
− 1

1 + z

)
Terminar an =

1

3
(2n − (−1)n)



Outras operações com FG

Desloca à dir. 0, a0, a1, a2, . . . zA(z) =
∑
n≥1

an−1z
n

Desloca à esq. a1, a2, a3, . . .
A(z)− a0

z
=
∑
n≥0

an+1z
n

Ajustar escala a0, ca1, c
2a2, c

3a3, . . . A(cz) =
∑
n≥0

cnanz
n

Diferença a0, a1 − a0, . . . an − an−1 (1− z)A(z) =

a0 +
∑
n≥0

(an + bn) zn



Outras FGO elementares

1, 1,
1

2!
,

1

3!
, . . . ez =

∑
n≥0

zn

n!

1, 0, 1, 0, . . .
1

1− z2
=
∑
N≥0

z2N

0, 0, 1, 3, 6, 10, . . . ,

(
N

2

)
, . . .

z2

(1− z)3
=
∑
N≥2

(
N

2

)
zN

1,M + 1,

(
M + 2

2

)
,

(
M + 3

3

)
, . . .

1

(1− z)M+1
=
∑
N≥0

(
N + M

N

)
zN



Resolução da recorrência do Quicksort

Com C0 = 0 CN = N + 1 +
2

N

∑
1≤k≤N

Ck−1

Multiplicar por N NCN = N(N + 1) + 2
∑

1≤k≤N
Ck−1

× por zN
∑
N≥1

NCNz
N =

∑
N≥1

N(N + 1)zN + 2
∑
N≥1

∑
1≤k≤N

Ck−1z
N

1o termo
∑
N≥1

NCNz
N

2o termo
∑
N≥1

N(N + 1)zN

3o termo 2
∑
N≥1

∑
1≤k≤N

Ck−1z
N



Resolução dos três termos

P/ C (z) =
∑

N≥1 CNz
N :

1o zC ′(z) = z

∑
N≥1

CNz
N

′ = z
∑
N≥1

NCNz
N−1 =

∑
N≥1

NCNz
N

2o z

(
1

1− z

)′′
= z

∑
N≥1

NzN−1

′ =

z

∑
N≥2

N(N − 1)zN−2

 = z
∑
N≥1

(N + 1)NzN−1 =

∑
N≥1

(N + 1)NzN = z
2

(1− z)3



Resolução dos três termos (continuação)

3o 2
∑
N≥1

∑
1≤k≤N

Ck−1z
N

Troca N por N + 1 = 2
∑
N≥0

∑
1≤k≤N+1

Ck−1z
N+1

Troca k por k + 1 = 2
∑
N≥0

 ∑
0≤k≤N

Ck

 zN+1

Tira z das somas = 2z
∑
N≥0

 ∑
0≤k≤N

Ck

 zN

Usa definição de soma parcial = 2z
1

1− z
C (z)



Equação diferencial ordinária (EDO) do Quicksort

Usar termos e obter EDO zC ′(z) = z
2

(1− z)3
+ 2z

1

1− z
C (z)

C ′(z) =
2

(1− z)3
+ 2

C (z)

1− z



Resolução da EDO do Quicksort

Obter fator de integração com EDO Homogênea:
ρ′(z) = 2ρ(z)/(1− z)

Fator int. ρ(z) =
1

(1− z)2

Da EDO C ′(z)− 2
C (z)

1− z
=

2

(1− z)3

Usar f ′(z)g(z) + f (z)g ′(z) = (f (z)g(z))′

Resolver EDO ((1− z)2C (z))′ = (1− z)2C ′(z)− 2(1− z)C (z)

= (1− z)2
(
C ′(z)− 2

C (z)

1− z

)
=

2

1− z

Integrar

∫
(1− z)2C (z)dz =

∫
2

1− z
dz

C (z) =
2

(1− z)2
ln

1

1− z

Expandir CN = [zN ]
2

(1− z)2
ln

1

1− z
= 2(N + 1)(HN+1 − 1)


