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Resumo de complexidades

Análises para operação efetuada após N inserções

pior caso caso médio keys chave
get put delete get put delete

lista N N N N/2 N N/2 não equals()

vetores
paralelos

log N N N log N N/2 N/2 sim compareTo()

ABB N N N log N log N ? sim compareTo()

meta log N log N log N log N log N log N sim compareTo()

Árvores balanceadas: O(logN) sempre

◮ árvore 2-3

◮ árvore rubro-negra

◮ árvore B
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Árvore 2-3

Permite
◮ 2-node: uma chave e dois filhos
◮ 3-node: duas chaves e três fihos

Balanceamento perfeito

Todo caminho da raiz para uma folha null tem o mesmo
comprimento.

Ordem simétrica
Travessia in-order percorre chaves em ordem crescente

M

R

S XP

E J

LHA C

3/132



M

R

S XP

E J

LHA C

◮ A C é menor que E

◮ H está entre E e J

◮ L é maior que J
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Árvore 2-3: operação get

Busca

◮ Comparar chave de busca
com chaves no nó

◮ Procurar intervalo contendo
chave de busca

◮ Seguir nó associado
recursivamente

M

R

S XP

E J

LHA C
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Árvore 2-3: operação put

Inserir

◮ Buscar pela chave (como na
ABB)

◮ Em um 2-node: torná-lo um
3-node

◮ Em um 3-node:
◮ torná-lo um 4-node

temporário
◮ dividir o 4-node em dois

2-nodes
◮ promover chave mediana

para pai

M

R

S XP

E J

LHA C
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Simulação: put

2
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Simulação: put

Vai inserir 1

2
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Simulação: put

Inseriu 1

1 2
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Simulação: put

Vai inserir 5

1 2
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Simulação: put

Inserindo 5. Node com 3 chaves temporário

1 2 5
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Simulação: put

Inseriu 5. Aumento a altura.

2

51
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Simulação: put

Vai inserir 4

2

51
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Simulação: put

Inseriu 4

2

4 51
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Simulação: put

Vai inserir 6

2

4 51

15/132



Simulação: put

Vai inserir 6. Cria um Node com 3 chaves temporário.

2

4 5 61
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Simulação: put

Inserindo 6. Promoveu o 5.

2 5

641
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Simulação: put

Vai inserir 9

2 5

641
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Simulação: put

2 5

6 941
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Simulação: put

Vai inserir 7

2 5

6 941
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Simulação: put

Inserindo 7 em temporário. Vai promover chave central 7.

2 5

6 7 941
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Simulação: put

Inserindo 7. Dividiu temporário. Raiz fica temporária.

2 5 7

9641
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Simulação: put

Inserindo 7. Divide a raiz. Promoveu o central 5.

5

7

96

2

41
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Simulação: put

Vai inserir 8

5

7

96

2

41
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Simulação: put

5

7

8 96

2

41
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Simulação: put

Vai inserir 3

5

7

8 96

2

41

26/132



Simulação: put

5

7

8 96

2

3 41
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Invariantes em uma árvore 2-3

◮ Novas chaves são sempre inseridas nas folhas

◮ Ordem simétrica é mantida

◮ Todo caminho da raiz para uma folha tem o mesmo tamanho

◮ Nodes tem 2 ou 3 filhos
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Árvore 2-3: complexidades

Altura da árvore
Aumenta quando raiz fica com 3 chaves.

Operação de divisão de Node com 3 chaves tem custo constante.

◮ Pior caso: inserção O(logN)

◮ Caso médio: logN

Todas as operações são O(logN) – garantido.
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Árvore rubro-negra (ARN)

◮ A árvore rubro-negra (ARN) equivale à árvore 2-3

◮ ARN tem implementação melhor e mais simples
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ARN: modificações

Modificações à árvore ABB original.

1 s t a t i c f i n a l boo l ean RED = t r u e ;
2 s t a t i c f i n a l boo l ean BLACK = f a l s e ;
3
4 c l a s s Node {
5 Chave chave ;
6 Va lo r v a l o r ;
7
8 Node esq , d i r ;
9 boo l ean co r ; // co r da l i g a ç ã o ao pa i

10 }
11
12 p r i v a t e boo l ean i sRed (Node x ) {
13 i f ( x == n u l l ) r e t u r n f a l s e ;
14 r e t u r n x . co r == RED;
15 }

31/132



32/132



33/132



34/132



35/132



36/132



37/132



38/132



39/132



40/132



41/132



42/132



43/132



44/132



45/132



46/132



47/132



48/132



49/132



50/132



51/132



52/132



53/132



54/132



55/132



56/132



57/132



58/132



59/132



60/132



61/132



62/132



63/132



64/132



65/132



66/132



67/132



68/132



69/132



70/132



71/132



72/132



73/132



74/132



75/132



76/132



77/132



78/132



79/132



80/132



81/132



82/132



83/132



84/132



85/132



86/132



87/132



88/132



89/132



90/132



91/132



92/132



93/132



94/132



95/132



96/132



97/132



98/132



99/132



100/132



101/132



102/132



103/132



104/132



105/132



106/132



107/132



108/132



109/132



110/132



111/132



112/132



113/132



114/132



115/132



116/132



117/132



118/132



119/132



120/132



121/132



122/132



Inserir C em

E

S

R

A

E

S

R

A

C

E

S

R

C

A

equivalente a C A deve ser arrumado
com uma rotação à es-
querda em A

equivalente a

E

R SA

E

R SC A

E

R SA C
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ARN: operações

Rotação à esquerda

Orientar uma ligação vermelha pendendo à direita para pender à
esquerda.

1 // Quando chamada , A . d i r deve s e r RED
2 Node ro tacaoEsq (Node A) {
3 Node B = A. d i r ;
4 A . d i r = B. esq ;
5 B . esq = A;
6 B. co r = A. co r ;
7 A . co r = RED;
8 r e t u r n B ;
9 }

Pai vira filho à esquerda do próprio filho.
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A.dir é RED.

1 Node ro tacaoEsq (
Node A) {

2 Node B = A. d i r ;
3 A . d i r = B. esq ;
4 B . esq = A;
5 B . co r = A. co r ;
6 A . co r = RED;
7 r e t u r n B ;
8 }

Cor azul pode ser RED ou BLACK.
A

B

maior que Bentre A e B

menor que A

Rotação à esquerda em A:

B

maior que B

A

entre A e Bmenor que A 125/132



Inserir C em

B

A

B

CA

B

CA

B

CA

Inserção no null Temporário
com 3 chaves

Inverte cores Raiz sempre
é BLACK

A B A B C B

CA
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ARN: operações

Troca de cores
Recolorir para dividir um 4-node.

1 vo i d t r o c aCo r e s (Node h ) {
2 h . co r = RED;
3 h . esq . co r = BLACK;
4 h . d i r . co r = BLACK;
5 }

Situação representa Node com
três chaves (um 4-node)

?

B

C

. . .. . .

A

. . .. . .

?

A B C

. . .. . .. . .. . .

Promoveu chave central ao Node
pai e criou 2 Node filhos.

?

B

C

. . .. . .

A

. . .. . .

? B

C

. . .. . .

A

. . .. . .

?
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Inserir A em

C

B

C

B

A

B

CA

Inserção no null Promover chave cen-
tral. Ou seja, rotacionar
à direita em B

Inverter cores. Vimos.

A B A B C

128/132



ARN: operações

Rotação à direita

Orientar uma ligação vermelha pendendo à esquerda para pender à
direita.

1 // Quando chamada , A . esq deve s e r RED
2 Node r o t a c a oD i r (Node A) {
3 Node B = A. esq ;
4 A . esq = B. d i r ;
5 B . d i r = A;
6 B . co r = A. co r ;
7 A . co r = RED;
8 r e t u r n B ;
9 }

Pai vira filho à direita do próprio filho.
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A.esq é RED.

1 Node r o t a c a oD i r (
Node A) {

2 Node B = A. esq ;
3 A . esq = B. d i r ;
4 B . d i r = A;
5 B . co r = A. co r ;
6 A . co r = RED;
7 r e t u r n B ;
8 }

Cor azul pode ser RED ou BLACK.
A

maior que A

B

entre A e Bmenor que B

Rotação à direita em A:

B

A

maior que Aentre A e B

menor que B
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ARN: inserção

Estratégia

Manter correspondencia com árvores 2-3 com as operações da ARN

1 Node put (Node h , Chave c , Va lo r v ) {
2 i f ( h == n u l l ) r e t u r n new Node ( c , v , RED) ;
3 i n t cmp = c . compareTo ( h . chave ) ;
4
5 i f (cmp < 0) h . esq = put ( h . esq , c , v ) ;
6 e l s e i f (cmp >0) h . d i r = put ( h . d i r , c , v ) ;
7 e l s e h . v a l o r = v ;
8
9 i f ( i sRed ( h . d i r ) && ! i sRed ( h . esq ) )

10 h = rotacaoEsq ( h ) ;
11 i f ( i sRed ( h . esq ) && i sRed ( h . esq . esq ) )
12 h = ro t a c a oD i r ( h ) ;
13 i f ( i sREd ( h . esq ) && i sRed ( h . d i r ) )
14 t r o c aCo r e s ( h ) ;
15
16 r e t u r n h ;
17 }
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Inserir
B em

C

A

C

A

B

C

B

A

B

CA

B

CA

Insere no
fim da re-
cursão

Volta na recur-
são, faz rotação
à esquerda em
A

Volta na recur-
são, rotação à
direita em C.

Inverter
cores

Continua
volta
recursiva

A B B A C A B C A B C A

CB

132/132


