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Aula de hoje

Nesta aula veremos:
@ Elementos de Analise Assintdtica

@ Anidlise do algoritmo Insertion Sort




Analise de custos

@ Uso de algoritmo em um “computador” idealizado
o Random Access Machine
@ Acessa qualquer regiao da memdria em tempo constante,
opera¢des aritméticas +,-,/,* sdo executadas em tempo
constante, poténcia de 2 para exponentes pequenos também

@ N3o executa operacoes paralelamente, ndo tem threads




Insertion sort: ordenacao por insercao

1| void insertionSort(int[] v) {

2

3 int n = v.length, j =1,

4

5/ for (j =1; j <n; j++) {

6 int ¢ =v[j];

7 int i =j — 1;

8

9 // procura lugar de insercao e desloca nilmeros
10 while (i >= 0 && v[i] > ¢) {
11 vii+l] = v[il];

12 =i - 1;

13

14 vii+l] = c;

15 }

16| }




Algoritmo: ordenacao por insercao
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insertionSort(int[] v){
int n = v.length, j =1,
for (j = 1; j <n; j+4) {
int ¢c =v[j];
int i = — 1
// desloca nimeros
while (i >=0 && v[i]>c){
vii+l] = v[i];
i =1i-1;
}
//insere chave
v[ii+1] = c;
}

chave =5 chave =1
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chave = 6 [1]2]5]6]9]6]
15]6]2[1]9]6] chave=09

chave = 2 [1]2]5]6]9]6]
516(2]1]9|6 chave = 6

5l6]6[1]9]6] [1]2]5]6]9]6]
15]s]6[1[9]6] [1]2]5[6]9]9]
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Insertion Sort: andlise de tempo

http://www.facom.ufu.br/"albertini/ada/ExemploFor. java

for (j = 1;
j < n;
i+ A

int ¢ =v[j

int i =j —

// desloca nimeros
while (i >=0 && v[i]>c){

v[i+1] =
i =i—-1

vii+1l] = c;

insertionSort(int[] v){
int n = v.length, j =1; {

v[il];
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http://www.facom.ufu.br/~albertini/ada/ExemploFor.java

Insertion Sort: custo total

T(n)=a+c+ns+(n— 1)C4+(n— 1)es + cs(n—1) +

n—1 n—1
C7th+682( ti—1 +ng ti—1) 4 cio(n —1)
j=1 j=1

@ Depende do nidmero t; de iteragdes do while para cada valor
de j.



Insertion Sort: custos iguais

@ Suposicdo simplificadora: custos c; * o ~ ...~ ¢

n—1 n—1
T(n)=5nc—2c+cY ti+2cy (1)
j=1 j=1
n—1 n—1
T(n)=5nc—2c+cy tj—2c(n—1)+2c» ¢
j=1 j=1
n—1 n—1
T(n) = 5nc—|—thj — (n)+2thj
j=1 j=1
n—1

T(n)=5c(n—1)+ 362 i
j=1




Insertion Sort: melhor caso

n—1

T(n)=5c(n—1)+3c) ¢
Jj=1

@ Tempo de execucdo depende do nimero de iteracdes do while

@ Se vetor estiver previamente ordenado, para qualquer j,
tj = 1, temos o melhor caso.

Melhor caso

T(n) =5c(n—1)+3c(n—1) =8c(n—1)




Insertion Sort: pior caso

n—1

T(n)=5c(n—1)+ 3CZ &
j=1

@ Qual é o maior valor de tj: max(t;)=? Quando max(t;) =, 7

n—1
T(n)=5c(n—1)+ 3ch =
j=1

5c(n—1)+3c(1+2+3+~-+(n—3)+(n—2)+(n—71)):
(n—1)
2

5¢(n—1)+3c n=5c(n—1) —3cn/2 + 3cn?/2

Pior caso

T(n) = 3.5¢(n — 1) 4 1.5cn?




Andlise: Insertion Sort

Aspectos
Corretude

@ Melhor caso, limites Q e O
@ Pior caso, limites Q e O
°

Caso médio




Insertion Sort: analise de corretude

@ Invariante: subvetor atual estd ordenado.

@ A cada iteragdo: inserir elemento no subvetor e manté-lo
ordenado

@ Inicio de cada iteracdo: subvetor com k elementos esta
ordenado

@ Manutenc3o do invariante: um elemento novo é inserido e
todo elemento maior que o elemento sendo inserido deve ser
deslocado

@ Depois de uma iteragdo: subvetor com k + 1 elementos esta
ordenado

@ Depois de todas iteragdes: (sub)vetor com k = n elementos
estd ordenado



Complexidade de tempo

Custo do algoritmo de multiplicacdo de nimeros

A funcdo que descreve o custo do pior caso do nosso algoritmo é
T(n) =3.5¢(n — 1) + 1.5cn?.

Complexidade de tempo

Para descrever a complexidade usamos somente o custo
dominante: 1.5¢cn?.

Porqué?

Existe um niimero n = a a partir do qual o custo 1.5ca® é sempre
superior a 3.5¢(a — 1), tornando-o pouco importante.

Ordem de crescimento

Dizemos que a complexidade big-Oh do nosso algoritmo é O(n?).




Exemplos: ordem de crescimento

Exemplo 1
o f(n)=n*+n+c
o f(n) = O(n?)

@ n? domina assintoticamente os outros termos

Exemplo 2
e f(n) =n+log(n)+c
e f(n) = 0O(n)

@ n domina assintoticamente os outros termos

Exemplo 3
o f(n)=nl+n’+c
e f(n) = O(n!)

@ n! domina assintoticamente os outros termos




Limitante assintdtico superior: notagdo “big O O(-)

Limitante superior: notacdo big O

f(n) € O(g(n)) representa conjunto de fungBes positivas f(n) tal
que “f(n) < cg(n)", para n > N, n — oo e uma constante ¢ > 0

ene O( )

o n=0(n)

°en= O(n2)

e logn = O(n?)

@ log, n = O(logn)
e 1€ 0O(n)

e 5¢€0(1)

o nd¢ O(n?)

e O(nlogn) = O(log n!)
e O(n) = 0O(n?)

e O(n?) # O(n)



Limitante assintdtico inferior: notacao big-omega de
Knuth Q(+)

f(n) € Q(g(n)) representa “f(n) > cg(n)”

")

log n = Q(log log n)
v/n = Q(log n)

n“ = Q(nlog n)
n'5 = Q(n)

n" € Q(n!)



Limitante estrito: notagdo big-theta ©(-)

Se e somente se f(n) € ©(g(n)) entdo “f(n) € Q(g(n)) e
“f(n) < O(g(n))

e n=0(n)
o n> —2n¢c O(n?)



Limitante estritamente superior: notag3o little-o o(-)

f(n) € o(g(n)) representa “f(n) < cg(n)":

im f(n) =
n|—>oo g(n) L

e n+# o(n)
e n=o(n?)
e 1/n=o0(1)



Limitante estritamente inferior: notac3o little-omega w(-)

f(n) € w(g(n)) representa “f(n) > cg(n)":

TG
n—oo g(n)

=0

e n=w(l)

e n¢ w(n)



Limitante estrito: notacao “ordem de" ~

f(n) ~ g(n) representa g(n) = f(n) + o(f(n)), ou seja, que f(n) e
g(n) sdo assintéticamente iguais:

im £ _

n—oo g(n)

nr><zn2

2n? = 10n2

n2 ~ n? 4 pls

log n! ~ nlogn



Caso médio

Caso médio ou esperado
O conjunto de entradas n é descrito por uma distribuicdo de

probabilidades.
Qual é a funcdo de custo, considerando a probabilidade de cada

entrada de tamanho n?




Classes de complexidade

O(1) € O(log(n)) € O(n) € O(nlog(n)) € O(n?) € O(n%) € O(2")

e 6 6 6 o o o

O(1): ordem constante

O(log(n)): ordem logaritmica

O(n): ordem linear

O(nlog(n)): ordem tipica de solugdes divisdo-e-conquista
O(n?): ordem quadratica. “um laco dentro de outro”
O(2"): ordem exponencial. Impraticavel.

O(n!): ordem fatorial. Pior que exponencial.



Teoria de Complexidade vs. Andlise de Complexidade

@ Desprezar constantes
e f(n) = 100000000 * n 4+ 999999999

o f(n) = O(n)
@ Teoria: desprezar termos de menor grandeza para sermos
concisos

@ Anilise: estimar termos para podermos fazer predicoes

Complexidade assintética menor n3o indica que o algoritmo sempre
é o melhor. Se as constantes forem significativas, na pratica é
melhor considera-las.




Insertion Sort: ordens assintdticas

Melhor caso: T(n) = O(n), T(n) = Q(n), T(n) = ©(n),
T(n) = o(n?)

T(n) =8c(n—1)

Pior caso: T(n) = O(n?), T(n) = Q(n?), T(n) = O(n?)

T(n) = 3.5¢(n — 1) 4 1.5¢cn?




Insertion Sort: caso médio

@ Analise empirica
@ Analise matematica: necessario modelo realistico

e Assumimos que n niimeros sao sorteados de uma distribuicao
uniformemente aleatéria de arranjos



Insertion Sort: andlise empirica

o Geracdo de permutacdes aleatdrias

@ Visualizagdo de algoritmos para aleatorizagao:
https://bost.ocks.org/mike/shuffle/compare.html

@ Testar com: http://www.facom.ufu.br/"albertini/ada/
permutacoesAleatorias.R

static void troca(ltem[] a, int i, int j) {
} Item t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t;

1
2
3
4| //Knuth—Fisher—Yates

5| static void aleatorizar(ltem[] a, int N) {
6 for (int i = 1; i < N; i++) {

7 // r = (int) [0,1) *x (i+1)

8 int r = (int) Math.random () *(i+1);

9 troca(a, i, r);

0
1

}

}



https://bost.ocks.org/mike/shuffle/compare.html
http://www.facom.ufu.br/~albertini/ada/permutacoesAleatorias.R
http://www.facom.ufu.br/~albertini/ada/permutacoesAleatorias.R

Permutacoes aleatérias: WARNING

e Caso real: [link]

// NAO USAR — n3o produz distribuicdo uniforme
for (int i = 0; i < N; i++) {

troca(cards, i, r.nextlnt(N));
}

@ Nesse algoritmo existem N x N x ... N possibilidades de
geracdo de permutagdes

@ Mas sé existe N x (N—1)x (N—2)x...1=N!
permutacoes distintas

@ Algumas permutacgdes terdo maior probabilidade de serem
sorteadas que outras



https://blog.codinghorror.com/the-danger-of-naivete/

Permutacoes aleatérias: WARNING

e Caso real: [link 1, link 2]

// NAO USAR — n3o produz distribuicdo uniforme
function RandomSort (a,b)

{
}

return (0.5 — Math.random());



http://www.robweir.com/blog/2010/02/microsoft-random-browser-ballot.html
http://www.robweir.com/blog/attachments/shuffle/page.js

Insertion Sort: andlise empirica

Exemplo [link: InsertionSort.java]
Gerar permutacoes aleatdrias
Aumentar N de dobro em dobro

Estimar coeficientes com regressdo linear em escala log-log
T, = an® + ¢

logo(Th) = Iog2(anb +¢)
log, Tp, = blog, n+ d

Sendo d = log,(an® + c) — log, n uma constante


http://www.facom.ufu.br/~albertini/ada/InsertionSort.java

Insertion Sort: andlise empirica

@ java InsertionSort 10000000 10 > tempos.dat
@ tempos.dat:

"N" "tN"

1000 0.7999999999999999
2000 0.5

4000 1.7000000000000002
8000 5.899999999999999
16000 22.6

32000 90.8

64000 362.90000000000003
128000 1455.9999999999998
256000 5875.099999999999
512000 23455.4



Insertion Sort: andlise empirica

@ Obter b em log, T, = blog, n + d. Exemplo em gnuplot:

1| plot "tempos.dat” using log(1l):log(2) w Ip
2| f(x) = bxlog(x)/log(2) + d
3| fit f(x) "tempos.dat” via b,d

@ Obter coeficientes de equacdo quadratica T, = an® + c.
Exemplo em R:

d <— read.delim("tempos.dat”, sep = " ");
Im(formula = tN ° N + I(N"2), data = d)
Call:

Im(formula = tN ° N + I(N"2), data = d)

Coefficients:
(Intercept) N I (N"2)
4.558e—01 —2.505e—05 8.921e—-08

O 00 ~NO O H WN -




Andlise empirica: caso médio

@ Executar K vezes o algoritmo com entrada de tamanho N

o Computar Média x com:

@ Computar Desvio Padrao o com:
e Para j = 1,2 obter



Insertion Sort: analise matematica

| ao

0es proporciona

de invers

Oes: numero
de cépias do Insertion Sort

@ Tabela de invers

’

numero

JC PD CN AA MC AB JG MS EF HF JL AL JB PL HT

914 4 112 21013

9 [14

002314215539608
002314215539¢6038
000314215539¢6038
0000142155396038
000004215539¢608
000000215539608

611 3 815 7
611 3 815 7

5
5

4 112 210 13

5 611 3 815 7

[4]914 112 21013

5 611 3 815 7

[1]4 91412 21013
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5
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5
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EEE
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5 6 910[11712 13 14 3 8 15 7
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n2222222

1 4 9[1214 2 10 13

L B B B I e |

6 8 910 11 12 13 14 [1j

6 [7] 8 910 11 12 13 14 15

AA AB AL CN EF HF HT JB JC JG JL MC MS PD PL

12 3 4
1 2 3 4

Figura: Tabelas de inversoes: AdA 3ed. pdg. 385



Insertion Sort: analise matematica de caso médio

AoA3d Teorema 7.8 (Distribuicdo de Inversoes)

[u¥] H = [u¥](1+uv)(1+u+u?) ... (A4u+- - 4oV
1<k<N

e Uma permutagdo de N itens tem N(N — 1)/4 inversdes em
média

e desvio padrio de /N(N — 1)(2N +5)/72 = o(N?)
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