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Aula de hoje

Nesta aula veremos
@ Conceitos de Relacdes de Recorréncia
@ Resolucao de Recorréncias

@ Recorréncias de divisdo e conquista




O que s3o recorréncias

Def. uma recorréncia é uma equagdo que recursivamente define
uma sequéncia.

@ Recorréncias modelam custos em programas

Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...
Fo=0, Fr=1epara N > 2:

Fn = Fn-1+ Fn—2

Quicksort: 0,2,5,8 +2/3,12 +5/6,17 + 2/5, . ..
G=0N>1

1
Cyv=N+1+ Z N(Ck"‘CN—k—l)
0<k<N-1




Anilise de algoritmos e resolucao de recorréncias: passos

© Implementar algoritmo

@ Identificar quantidade de interesse (trocas, comparagdes ...)
© Instrumentalizar algoritmo e observar sequéncia

@ Propor relacao de recorréncia

© Computar primeiros valores e comparar com observacoes
O Resolver recorréncia com uma funcao eficiente
e Técnicas de resolucao de recorréncias

@ Verificar empiricamente a funcao encontrada



Computar primeiros valores

@ Usar programas recursivos: tempo exponencial

1l int fibRec(int N) {

2 if (N=0 N==1) return N;
3 return fibRec(N—1)+fibRec(N—-1);
4/}

@ Usar memorizagdo: programac¢do dindmica — forga-bruta
inteligente



Exemplo: memorizacao para resolver Fibonacci

Programacdo Dindmica Simplificada

int[] memo = int[Nmax];
int fibPD(int N) {
if (N< 2) return memo[N];

if (memo[N] = 0) // ainda tem muita recursdo
memo[N] = fibPD(N—-1) 4+ fibPD(N-2);

return memo[N];
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Quicksort
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Quais sdo as quantidades de interesse?

void quicksort(int[] a, int lo, int hi) {

if (hi <= lo) return;

int i = lo-1, j = hi;
int t, v=al[hi];
while (true) {
while (a[++i] < v)
while (v < a[-—j]) if (j = lo) break;

if (i >=1]j) break;

}t:a[i]; ali] =aljl; alj] = t;
t =ali]; a[i] = a[hi]; a[hi] = t;
quicksort(a, lo, i-1);

quicksort(a, i+1, hi);




Resolver recorréncias

Quicksort (comparagdes médias): NCy = (N + 1)Cy—_1 + 2N
Para obter valores para Cy:

c[0] = 0;

for (N = 1; N <= Nmax; N++) {
c[N] = (N+1)*xc[N—1]/N+2;
System.out. println(c[N]);

Gl WN =

}




Técnicas de resolucao de recorréncias: Expansao

@ Analisar recorréncia usando expansao para uma soma

@ Objetivo: obter férmula mais simples para sequéncias em

funcdo de N
Exemplo 1
Com ag =0
Expandir equagao para n— 1:

Iterar:

Iterar mais e obter soma:

Avaliar soma:

ap =ap-1+n
apn=ap2+(n—-1)+n
an=ap-3+(n—-2)+(n—-1)+n
ap = Z k

1>k>n

_(n+1)n

dp = 5




Técnicas de resolucao: somas elementares

Séries geométricas: Z xk = 1=
& ' 1-x
0<k<n
Séries aritméticas: Z k= (n— 1) n
' N 2
0<k<n
k n+1
Bi ial ior: =
inomial superior Z (m) <m . 1>
0<k<n
Teorema binomial: (Z)Xky"k =(x+y)"
0<k<n
, s 1
Ndmeros harmdnicos: % =H,

n m n+m
C lucio de Vand de: =
onvolucdo de Vandermonde 0;’7 (k> (t — k) < t )



Expansao de recorréncias

Exemplo 2
Com ag =0
Dividir por 2",
Expandir para uma soma:

Resoluc¢ao:

Verificar:

ap =2ap_1 +2"
dan dn—1

T

;: Z 1=n

1>k>n

ap = n2"
2" =2(n—1)2""1 42"




Técnicas de resolucdo: fator de soma

Qual é o fator da soma para a, = xpap_1 +...7

(AoA3ed Teorema 2.1) O fator é x,xp_1Xn—2...x1. Resolver a,
dividindo a recorréncia por esse fator.

Exemplo 3
1
Comn>0ea =0 a,,:n+ an—1+2
n+1 n+1 n n—1 32
Fat = : o 1
aror 5 m—nm—a A T
an an—1 2
Divid 1: =
vidir por n + P - +n—i—1
~ a 1
Expansao: n_:lzao—i—Q Z k—H:2(Hn+1—1)

1<k<n

v




Verificar solucao de Exemplo 3

@ Verificar valores iniciais - fazer algumas contas
° an:(1+%)an_1+3 paran>0comag=0
@ a1 =23 +2=2
@ a» = %al +2=5
° a3:§ag+2:26/3

e Prova que a, = 2(n+ 1)(Hp41 — 1) (indugdo):
an—1
2n(H, —1)+2=2(n+1)(H, — 1) +2
=2(n+1)(H,+1/(n+1) - 1)
—2(n+ 1)(Hps1 — 1)

an

n+1

anp =




Exercicio

Resolver a recorréncia:

na, = (n—2)a,—1 + 2 para n > 1 com

81:1

Forma dificil:

Usar fator de soma:

n—2n—3 n—4 n—

o1

n n—1n-2n—

w

Forma facil:

2a, = 2 entdo ap = 1, portanto a, =1




Tipos de recorréncias

Ordem 1 Linear: ap=nap—1—1
N3o-linear: ap = 0.5(ap—1 +2/ap_1)
Ordem 2 N3o-linear: an = ap—1dn—2 ++/an—2

Coef. varidveis:

ap=mnap_1+(n—1)a,—2+1

Ordem t

dp = f(an—I, dn—2,.-., an—t)

Histérico completo

an=n—+apn_1+ap—2...+ a1

Divis3ao e conquista

an = aip/2| +arp2) +n



Recorréncias lineares de alta ordem

(AoA Teorema 2.2) Recorréncias lineares com coeficientes
constantes

@ Seja a, = xyap_1 + Xpap_2 + ... Xtap_¢ para n >t

@ Solucdes s3o combinacdes lineares de /3" onde

t—1 t—2

@ (3 sdo raizes de q(z) = z' — x1z'71 — xpz S — X

@ 0 <j < v seraiz # tem multiplicidade v




Recorréncias lineares de alta ordem: exemplo

Exemplo 4
Comn>2eay=0,a=1 ap =5a,_1 —6a, 2
Fazer a, = x" x" = 5x"1 — 6x"2
Dividir por x" 2 x°—bx+6=0
Fatorar: (x—2)(x—3)=0
Forma da solucdo é: an = 3" + 12"
Usar ap =0 a=0=c+a
Usar a; =1 a1 =1=3c¢c + 2c
Coeficientes: co=1lecg=-1

Solu¢do: a,=3"-2"




Recorréncias lineares de alta ordem: exemplo

Sequéncia de Fibonacci

@ a,=ap_1+apoparan>2coma=0ea; =1

@ Definir que a, = x"
o X" = Xn—l _|_Xn—2
e Dividir por x"~2
e x2—x—-1=0
@ Resolver equagdo quadrética (x — ¢)(x — ¢') =0
145 1-v5
o )= +2fe¢': 2\[
e Forma da solucdo deve ser: a, = cp¢" + c1¢’"
@ Usar condicdes iniciais para encontrar coeficientes
/
a=0=cq+a e a=1l=¢q+da
n rn
e Solucio: 9 _ ¢
Solucdo: a, NG



Exercicios

@ Resolver a, =2a,_ 1 —ap_oparan>2,a=1, a =2

@ Resolver a, =2a,_ 1 —ap oparan>2,a=1a =1

@ Em quais condi¢des iniciais a seguinte recorréncia é constante,
exponencial ou flutuante? a, = 2a,_1 + a,—> — 2a,_3 para
n>3

@ Quais valores de ag e a; para a, = 5a,_1 — 6a,_2, n>1

temos que a, = 2"7 Existem condi¢des iniciais tal que a
solugdo é a, =2" — 17



Recorréncias de divisao e conquista

Anilise de divisao e conquista

Programas recursivos sdo mapeados diretamente para recorréncias.

v

Exemplos classicos
@ Busca binaria
Mergesort

o
@ Multiplicagdo de Karatsuba
o

Multiplicagdo de matrizes de Strassen




