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Aula de hoje

Nesta aula veremos
@ Conceitos de Divisao e Conquista
@ Aniélise de algoritmos de Divisdo e Conquista

e busca bindria
@ mergesort
e quicksort




Busca binaria

1l int pos(int chave, int v[]) {

2 int inf = 0;

3 int sup = v.length — 1;

4 while (inf <= sup) {

5 // chave estd em v[inf...sup] ou ndo existe
6 int meio = inf + (sup—inf) /2;

7 if (chave < v[meio]) sup = meio—1;

8 else if (chave > v[meio]) inf = meio +1;
9 else return meio;

10| }

11 return —1;

12|}

Ndmero de comparagdes no pior caso
Bn = B|nj2) + 1 para N> 1 com By =1




Anilise de busca bindria (caso N = 2")

BNZBLN/2J +1para N >1com B; =1

Solucdo exata para N = 2"
@ a, = B
@ a,=ap_1+1 paran>0coma =1
o Expandir: a, =3 1 4.,1=n

@ By = log N, quando N é poténcia de 2




Anilise de busca bindria (caso geral)

Definir By como o niimero de bits na representacdo bindria de NV
e Bi=1
@ Remover bit mais a direita de N resulta em |N/2]
e Portanto, By = B|n/2) +1
@ mesma recorréncia que para busca bindria

Exemplo

1101011 110101 1
107 53
N N/2




Analise da busca binaria

Teorema: nimero de bits By para N e o nimero de comparagoes
na busca bindria By é [IlgN] +1

By=llgN|]+1
Byv=n+1 para2"<N<2"loun<IgN<n+1
=n=|lgN]
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9
binario 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001
lg N 0 1.0 1.58.. 2 2.32 2.58... 2.80... 3 3.16...
lgN] 0 1 1 2 2 2 2 3 3
lgN]j+1 1 2 2 33 3 3 4 4



Exercicio: Busca ternaria

@ Vale a pena a dividir um array em trés partes em vez de duas?

1l int buscaTernaria(int[] a, int x) {

2 int inf = 0, sup = a.length —1;

3| while (inf <= sup) {

4 int esq = inf +(sup—inf)/3, dir = sup —(sup—inf)/3;
5

6 if (af[esq] = x) return esq; // achou

7 else if (a[dir] = x) return dir; // achou

8

9 if (afesq] > x) sup = esq —1; //terco inferior
10 else if (a[dir] < x) inf = dir +1; //terco superior
11 else { inf = esq+1; sup = dir —1;}//meio

12 }

13|}

14 return —1; // nao achou

15| }




Mergesort

@ Von Neumann: implementou para um EDVAC um dos
primeiros computadores de propdsito geral

@ Ordenacdo estavel em Java, C++, Python

e Comprova que ordenagdo por comparagdo é O(nlog n)




Mergesort

Ideia
@ dividir vetor em 2 metades
@ recursivamente ordenar cada metade

© mesclar — merge — as duas metades ordenadas

entrada I5[1]3]6]4[2]9]0]




Mergesort

Ideia
@ dividir vetor em 2 metades
@ recursivamente ordenar cada metade
© mesclar — merge — as duas metades ordenadas

entrada 5(1(3[6[4]2]9]0
ordena esquerda |1[3]5(5[4]|2(9]0




Mergesort

Ideia
@ dividir vetor em 2 metades
@ recursivamente ordenar cada metade
© mesclar — merge — as duas metades ordenadas

entrada 51113({6(4(2]9]0
ordena esquerda [1|3|5]5
ordena direita 1(3(5]|6]0]12]14]9

~
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Mergesort

Ideia
@ dividir vetor em 2 metades
@ recursivamente ordenar cada metade

© mesclar — merge — as duas metades ordenadas

entrada 5(113(6[4]|2(9]|0
ordena esquerda |1[3]5(5[4]|2(9]0
ordena direita 1131516]0(2]1419
antes do merge 113|(5[6|0[2]419




Mergesort

Ideia
@ dividir vetor em 2 metades
@ recursivamente ordenar cada metade

© mesclar — merge — as duas metades ordenadas

entrada 5/11316(4]12]9]0
ordena esquerda |1[3]5(5[4]|2(9]0
ordena direita 1(3(5]|6]0]12]14]9
antes do merge 113|(5[6|0[2]419
ordenado 011{2|3[4(5]|6]9




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

[V [3[sTelol2 [a]oT10]  [ouf#[#[#]#[#[#]#]




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

(20l 5)  [OTi[#[#[#[#[#][#]#]
A5 [slelo[2[alo10] [O[2[#]#]#]#]#]#




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

[W[[s[e[of2[4[of10] [o[i#[#[#[#[#[#[#]
E]?5ﬂ6|o|zf|i|9|1o\ [OTaT2] % [ # [# ] #]#] #]
[L]3'[s[6[o[2]4 [o]10] [O[i[2[3[#[#[#]#]#]




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

[W[[s[e[of2[4[of10] [o[i#[#[#[#[#[#[#]
E]?5ﬂ6|o|zf|i|9|1o\ [OTaT2] % [ # [# ] #]#] #]
(L] [sT6[ol2]4 [o]10] [O[i[2[3[#[#[#]#]#]

[[5]s'[eTol2]4 [o]10]  [OTiTolola]#]#[#[#




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

P02 a0 DI # [ #[#[#[#][#]#]
A5 [slelol2 [4[s]10)  [olil2l#]#]#]#]#]#
A5 [s[elol2([5]10)  [oIi2la]#]#]#]#|#]
(s [slol2[#[s]t0]  [L2[:[4]#]#]#]#
AGls [elol2le[o[10)  [OIil2Ialals]#]#]#




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar no vetor ordenado

[[3T5]6]0[2]4]o[10] [o[#[#[#[#[#[#][#]#]

[v[s]sT6l0]2 [4]o10]  [Oluf#[#[#[#[#[#[#]

[L[sTsTeo]2 [4]oT10]  [O[i2[#[#[#[#[#]#]
(L] [sT6[ol2]4 [o]10] [O[i[2[3[#[#[#]#]#]

[1]3]s [eTo[2]4]e'[10]  [o[iTols]as]#[#]#
[1[3[s]e'[0]2]4]9'[10]  [ofi[2]3]4]5]6]#[#]

ﬂ |

ﬂ |
[1]3]s'[e]ol2] 4 [o]10]  [o[aT2[a]4[#]#]#]#

ﬂ |

|




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar

[ [3]56] o [2[4]o]10]

no vetor ordenado

(O # [ [ [ #]#]#]#]#]

[17[3]5]6]0]2 [4]o]10]

o[a]# #]#][#]#]|#]#]

[L[sTsTeo]2 [4]oT10]  [O[i2[#[#[#[#[#]#]
(L] [sT6[ol2]4 [o]10] [O[i[2[3[#[#[#]#]#]

o 1]2]3]a]#|#]#[#

[1]3]5'[6]0]2]4] ¥/ [10

[of1]2]3]4]5]#|#]|#

ﬂ |

ﬂ |
[1]3]5'[6To]2] 4/ [o]10]
ﬂ |

|

[1]3]5]6' [0]2]4]9/[10
parte esquerda acabou
[1]3]5]6 [0]2]4] ¥/ [10]

lo]1]2]3]4]5]6]#|#]

, copiar os valores restantes
l0[1]2]3]4]5]6]9]10]




Operacao Merge

copiar menor valor do auxiliar

[ [3]56] o [2[4]o]10]

no vetor ordenado

(O # [ [ [ #]#]#]#]#]

[17[3]5]6]0]2 [4]o]10]

o[a]# #]#][#]#]|#]#]

[L[sTsTeo]2 [4]oT10]  [O[i2[#[#[#[#[#]#]
(L] [sT6[ol2]4 [o]10] [O[i[2[3[#[#[#]#]#]

o 1]2]3]a]#|#]#[#

[1]3]5'[6]0]2]4] ¥/ [10

[of1]2]3]4]5]#|#]|#

ﬂ |

ﬂ |
[1]3]5'[6To]2] 4/ [o]10]
ﬂ |

|

[1]3]5]6' [0]2]4]9/[10
parte esquerda acabou
[1]3]5]6 [0]2]4] ¥/ [10]

lo]1]2]3]4]5]6]#|#]

, copiar os valores restantes
l0[1]2]3]4]5]6]9]10]




mergesort: implementacao

void mergesort(int[] a, int lo, int hi) {
if (hi <= lo) return;
int mid = lo + (hi—lo)/2;
mergesort(a, lo, mid); mergesort(a, mid+1, hi);
for (int k = lo; k <= mid; k++) b[k—lo] = a[k];
for (int k = mid+1; k <= hi; k++) c[k—mid—1] = a[k];
b[mid—lo+1]=c[hi—mid]=Integer . MAXVALUE; //sentinelas
int i =0, j = 0;
for (int k = lo; k <= hi; k++) // merge
i (cli] < b[i]) alk] = c[i++];
else alk] = b[i++];
}

S3o necessarias N comparages (linha 13) para fazer um merge.
Vetores b e ¢ s3o declarados externamente com /N elementos.




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.

Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.
[6]s]2]oof7]4]1]5]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.

Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.
618[2(9]0|7]|4]1]3]5

618[2[9]0|7]4]1]3]5




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6

81219]0(7]4]1[3]5

6

8[12[9]0f7]4]1]3]5

|6

[8[2]9fo]7]4]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6

81219]0(7]4]1[3]5

6

8[12[9]0f7]4]1]3]5

|6

[8[2]9fo]7[4]1]3]5]

[2

[o[s]ofo]7]4]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.

Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.
618[2(9]0|7]|4]1]3]5
618[2(9]0|7]4]1]3]5
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
[2]6]s]ofof7]4]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.
8(2(9]0|7]|4]1]3]5
8(2(9]0f7]|4]1]13]5
gl2]ofo7]4[1]3]5

[8[o]0]7

1]3]5

1]3]5

(]|

:
[o]8]9]o]7
[o]8]o]o]7

1]3]5




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8]2[ofo]7]4]1]3]5

6]8]2[o]o]7]4[1]3]5
[6]8[2]9fo]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]9]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8]2[ofo]7]4]1]3]5

6]8]2[o]o]7]4[1]3]5
[6]8[2]9fo]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]9]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5
[2]6]8]o]o]7]4]1]3]5
lo][2]6]8]9]7]4]1]3]5




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8[2]9]o]7]4]1]3]5
618[2[9]0|7]4]1]3]5
6]8[2]ofo[7]4]1]3]5]
[2]6[8[ofo[7]4]1]3]5]
[2[o]s]ofo[7]4]1]3]5]
[2[o[s[o]o[7]4]1]3]5]
[2]6]s[ofo[7]4]1]3]5]
012(6[8]9]7]4]1]3]5
o]2[6]8|o]7]4]1]3]5




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]ofo]7]4]1]3]5
6]8[2]ofo[7]4]1]3]5]
[2]6[8[ofo[7]4]1]3]5]
[2[o]s]ofo[7]4]1]3]5]
[2[o[s[o]o[7]4]1]3]5]
[2]6]s[ofo[7]4]1]3]5]
o]2]6]8]9]7]4]1]3]5
0]2]6]8]9]7]4]1]3]5
lo[2]6]8]of4]7[1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]ofo]7]4]1]3]5
6]8[2]ofo[7]4]1]3]5]
[2]6[8[ofo[7]4]1]3]5]
[2[o]s]ofo[7]4]1]3]5]
[2[o[s[o]o[7]4]1]3]5]
[2]6]s[ofo[7]4]1]3]5]
o]2]6]8]9]7]4]1]3]5
0]2]6]8]9]7]4]1]3]5
lo[2]6]8]of4]7[1]3]5]

[o]2]o]s[of4]7[1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.
Em verde: subvetor resultante do merge.

6]8[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]ofo]7]4]1]3]5
6]8[2]ofo[7]4]1]3]5]
[2]6[8[ofo[7]4]1]3]5]
[2[o]s]ofo[7]4]1]3]5]
[2[o[s[o]o[7]4]1]3]5]
[2]6]s[ofo[7]4]1]3]5]
o]2]6]8]9]7]4]1]3]5
0]2]6]8]9]7]4]1]3]5
lo[2]6]8]of4]7[1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[of1]4]7]3]s]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
o[2[6[8]o]7]4]1]3]5
o[2[6[s]o]7]4]1]3]5
[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5] [0]2]6]s[of1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
o[2[6[8]o]7]4]1]3]5
o[2[6[s]o]7]4]1]3]5
[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o]1]4]7]3]s]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5]
o[2[6[8]o]7]4]1]3]5
o[2[6[s]o]7]4]1]3]5
[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]3]4]5]7]
o[2[6[8]o]7]4]1]3]5

o[2[6[s]o]7]4]1]3]5

[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]3]4]5]7]
o[2]6]8]o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]1]3]4]5]7]
o[2[6[s]o]7]4]1]3]5

[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




mergesort

Em cinza: posi¢coes desconsideradas do merge atual.

Em vermelho: subvetor com posi¢Ges a partir de inf até med.
Em azul: subvetor com posicoes depois de med até sup.

Em verde: subvetor resultante do merge.

6[s[2]9]o]7]4]1]3]5
6]8]2]9o]7]4]1]3]5 lo][2]6]8]9]4]7]1]3]5]
[6]8[2]9fo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[s]ofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] 10]2]o]s[o[1]4]7]3]5]
[2]6[sofo[7]4]1]3]5] [0]2]o]s[o[1]3]4]5]7]
o[2[6[8]o]7]4]1]3]5 o[2]6]8]o]1]3]4]5]7
o[2[6[s]o]7]4]1]3]5 o[1]2]3]4]5]6]7]8]9
[0]2]6]s[ofa]7]1]3]5]




Andlise do mergesort: Ordem de Complexidade

+
GO ORERS
4

K k
0] <Z2’2n,> =0 <Zn> = O(k-n)=0(n-lgn)

i=0



Complexidade de Tempo do Problema de Ordenacao

Complexidade de tempo da ordenagdo por comparagdo é Q(nlog n)

(AOCP1, Knuth) Todo algoritmo de ordenagdo por comparagio
usa pelo menos
[lg N'| > NlgN — N/In2

Ideia

@ 1 comparagao reduz tamanho de arranjo a ser ordenado por
até um fator de 2

Ha N! arranjos de N ndmeros

Meta: obter apenas um arranjo de saida (o ordenado)
Conclusdo: ndmero minimo de comparagdes deve ser [lg N!|
Usando a férmula de Stirling: Ig(N!) > NigN — N/In2

Como o mergesort é O(nlgn), o que é igual ao melhor caso do
problema, ele é 6timo.




Andlise do mergesort: nimero de comparacoes - caso 2"

o Cn=Cnjp2 + Gyt NparaN>1e GG =0

Para N = 2" temos

Con =2Con1 + 2" Dividir por 2"
Con Gon- Con-
2%7 = 237 - +1= 2i 2 +2= A cada iteracdo, soma
C n C n—
22,7 2 - Z 1=n Expande para k=1...n
1<k<n

Con = n2"  Voltar para Cy usando n=IgN
Con = Cy = Ig(N)2'8N = NigN quando N ¢é poténcia de 2



Andlise do mergesort: nimero de comparagoes - caso geral

o Cn=Cnp2)+ Gyt NparaN>1e G =0

Cn+1 = Cnsr)2) + Crvgny/2) + (N+1) Para N +1
= Cnyz) + Gz N+ 1
Cny1— Cy = CLN/2J+1 — CLN/2J +1 (1) Subtrair

Dy = D|_N/2J +1 Dy=Cyny1—Cn, D1 =2
Dy =|[lgN|+2 Ver busca bindria



Andlise do mergesort: nimero de comparagoes - caso geral

o Cy = CLN/2J —I—C[N/Q] +NparaN>1e G =0

Dy=|lgN|]+2 comN>1eD; =2
Dy = Cny1— Cn
Cny1=Dn+ Cy

Cny=Dyn_1+ Cn_1 Expandir
=[lg(N—-1)] +2+ Cn-1 Iterar em Cy_1
= Y lllgkl +21+ G mas C; =0
1<k<N
Cv=(N-1)+ > (llgkl+1)
1<k<N

Cny = N — 1 + nimero de bits dos niimeros < N J




Niumero de bitsem n < N

@ Sy = nimero de bits em inteiros positivos < N em bindrio
Sv=Snp2) + SN+ N—-1,5 =1
e Total de bits na matrix: Ty = N([lgN| + 1)
@ Nimero de bits descontados: Viy = 5\ |jg 2k
80 0 0 0O 0O0OO0OO0OT1 111111
leNM+1 4300001 1110000111
20 011 00110011001

1-0 1 0101010101010

N

Sv=Tn—Vn= Sy=N|lgN|+N-2leN+1 41




Andlise do mergesort - caso geral

Nimero de bits de nimeros < N
Sy=N|lgN]|+ N —2leN+1 41

Comparagdes no mergesort para ordenar N ndmeros
Cny = N — 1 4+ “niimero de bits de nimeros < N = N — 1+Sy

Cn = N|lgN| + 2N — 2lgNJ+1




Uso pratico do quicksort

quicksort

Ordenacgdo dicionario Inglés-Russo por Tony Hoare em 1959
Algoritmo (e variantes) extensivamente analisado

Mais radpido que mergesort, é in-place e ndo é estavel

Em C, gsort()

Ordenacdo quicksort com 2 pivots em java.util.Arrays
por Yaroslavskiy, Bentley e Bloch em 2009




quicksort: ideia

Ideia
@ Desordenar o vetor

@ Particionar tal que para algum elemento na posi¢do j (pivot)

e valor em v[j] estd na posicdo correta
e todos os valores a esquerda de j sio menores que v [j]
e todos os valores a direita de j sdo maiores que v [j]

© Ordenar cada pedaco recursivamente sem copiar vetor

entrada Q U I C K S O R T
desordenado | K R T Q S O | U C
particdo I ¢ K Q U R T S O
ordenaesq. |C I K Q U R T S O
ordena dir. cC I K O Q R S T U
resultado CcC 1 K O Q R S T U




Particao

Objetivo
Dividir vetor em duas regides separadas pelo pivot.
@ A regido anterior ao consiste de elementos menores ou
iguais a ele.
@ A regido posterior ao consiste de elementos maiores a
ele.

v

Guardamos duas variaveis de indice: da esquerda i e da direita j. |

v[p] é o elemento pivot.
Antes: ‘ | v[.. ] ‘

Durante: ‘ | v[...] <= v|p] | vii]...v[j] ﬂ v[...] > v[p] ‘
Depois: ‘ v[...] <= v]p] | | v[...] > v[p] ‘




quicksort(a,0,a.length-1);

1| void quicksort(int[] a, int lo, int hi) {

2 if (hi <= lo) return; //compara

3 int i = lo-1, j = hi;

4 int t, v=alhi];

5

6/ while (true) { //estdgio de particionamento
7 while (a[++i] < v); //compara p/ achar maior que v
8

9 while (v < a[-—j]) //compara

10 if (j = lo) break;

11

12 if (i >= j) break; //terminou partigdes
13 t =ali]; a[i] = alj]; a[j] = t;//troca
14|}

15

16| t = ali]; a[i] = a[hi]; a[hi] = t;//troca
17 quicksort(a, lo, i-1);

18 quicksort(a, i+1, hi);

19| }




Andlise do quicksort

@ Nidmero de comparacdes é O(N?)

Quicksort usa, em média,
@ (N —1)/2 estdgios de particionamento
@ 2(N+1)(Hns+1 —3/2) = 2NIn N — 1.846 N compara¢des
o (N+1)(Hny+1—3)/3+1~0.333NIn N — 0.865 trocas

Série harménica Hy:

Hyv= Y 1/k

1<k<N




Andlise de pior caso

Pior caso ocorre quando o pivot for sempre o menor elemento do
vetor. Ouseja, k=1em Ty =Tk + Tny_x +alN

Relacao de recorréncia: pior caso k=1

Divide array com k =1 Ty =Tn-1+ T1+an
Obtémeq. paran—1 Ty =[Ty_2+ T1 +a(N—-1)]+alN
Reorganiza Tn=Tn2+2T1+a(N—-1+N)




Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N — 1 =[Thz+ Ti + (N = 1)] + aN



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N -1 =[Ty—2+T1+a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N -1 =[Ty—2+T1+a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)

Eq. de N—2 =[Tn_s+ Ti+a(N—2)]+2T1 +a(N—1)+aN



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N —1 =[Tn—2+ T1 +a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)

Eq. de N—2 =[Ty_s+ T1+a(N-2)]+2T1+a(N—-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1 +af(N-2)+(N—-1)+ N]



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn=Tn_1+T1+aN
Eq. de N -1 =[Tv2+ T1+a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)
Eq.de N—2 =[Ty_s+ T1+a(N-2)]+2T1+a(N—-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1+a[(N-2)+(N—-1)+ N]

Eq.de N—i =Ty i+iTi+of[(N—i+1)+...+(N—1)+N]



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn=Tn_1+T1+aN

Eq. de N -1 =[Tv2+ T1+a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)

Eq.de N—2 =[Ty_s+ T1+a(N-2)]+2T1+a(N—-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1+a[(N-2)+(N—-1)+ N]

Eq.de N—i = T+ iTy+a[(N—i+1)+...+(N—1)+N]

Soma = Tnoi+iTi+a X Zg(N —))



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn=Tn_1+T1+aN
Eq. de N -1 =[Tv2+ T1+a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)

Eq.de N—2 =[Ty_s+ T1+a(N-2)]+2T1+a(N—-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1+a[(N-2)+(N—-1)+ N]
Eq.de N—i = T+ iTy+a[(N—i+1)+...+(N—1)+N]

Soma = Tnoi+iTi+a X Zg(N —))

Vaiaté i=N-1  =Tynya+(N-1)Ti+aX M 7N -))



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N —1 =[Tn—2+ T1 +a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)
Eq.de N—-2 =[Ty_z3+T1+a(N-2)]+2T1+a(N-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1+a[(N-2)+(N—-1)+ N]
Eq.de N—i =Ty i+iTi+a[(N—i+1)+...+(N—1)+N]
Soma = Tnoi+iTi+a X Zg(N —))
Vaiatéi=N-—1 = Tnensr + (N =) T+ a SN - )

Resultado =NT: + O‘[(Zszlj) —1]



Andlise de pior caso k=1: continuando

Para k=1 Tn = Tn_1+ T1+aN
Eq. de N —1 =[Tn—2+ T1 +a(N-1)]+aN
Organiza =Tn2+2T1 +a(N—-1+N)
Eq.de N—-2 =[Ty_z3+T1+a(N-2)]+2T1+a(N-1)+aN
Organiza =Tn_3+3T1+a[(N-2)+(N—-1)+ N]
Eq.de N—i = T+ iTy+a[(N—i+1)+...+(N—1)+N]
Soma = TN7i+iT1+aZJ’:;é(N_J.)
Vaiatéi=N-—1 = Tnensr + (N =) T+ a SN - )
Resultado =NT; + a[(ZJ-N:lj) —1]

Sé o somatério Zszlj =(N+1)N/2



Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

TN = 2TN/2 + aN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

TN = 2TN/2 + aN
Para N/4  =2(2Tn;4 +aN/2) +aN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

TN = 2TN/2 + aN
Para N/4  =2(2Tyn/s +aN/2) +aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

Tn =2Tynsp +alN
Para N/4  =2(2Tys4 +aN/2)+aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN

=2 TN/22 + 2aN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

Tn =2Tnj2+aN
Para N/4  =2(2Tys4 +aN/2)+aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN

— 22Ty + 20N
Para N/8 =22[2(Tnss + aN/8)| + 2aN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

Tn =2Tynsp +alN
Para N/4  =2(2Tys4 +aN/2)+aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN

— 22Ty + 20N
Para N/8 =22[2(Tnss + aN/8)| + 2aN
Organizar — e Tny2s +3alN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

Tn =2Tynsp +alN
Para N/4  =2(2Tys4 +aN/2)+aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN
— 22Ty 2 + 2aN
Para N/8 =22[2(Tnss + aN/8)| + 2aN
Organizar — e Thyos + 3alN
Para N/2* = 25Ty o« + kaN




Analise de melhor caso

Melhor caso ocorre quando o pivot for sempre o elemento que
divide o vetor na metade. Ou seja, k = N/2 em Ty = 2Ty, +aN

Relagdo de recorréncia: melhor caso k=N/2

Tn =2Tnj +alN
Para N/4  =2(2Tys4 +aN/2)+aN
Organizar =4T, /4 +2aN/2 +aN
= 22Ty 52 + 2aN
Para N/8 =22[2(Tnss + aN/8)| + 2aN
Organizar — e Thyos + 3alN
Para N/2* = 25Ty o« + kaN
Até N =2k com k=IgN Tn =nTi +aNighN




Andlise caso médio do quicksort

e Comparagdes para particionar N elementos: (N + 1)
@ Fazer média para cada par de particGes
o Ci_1 e Cy_; definidos pelo pivot em j — 1

e ParaN>1 (G =C =0,

1
Cn=N+1+5 Z (G—1+ Cn—j)
15N



1
CN = N + 1 + N Z (Cj—lJrCN,j)
1<j<N
2
Cy=N+1+ Y G
1<j<N
NCy=N(N+1)+2 > G
1<j<N
NCN—(/V — 1)C/\/,1 =2N+2Cy 1
NCy = 2N + (N + 1)CN71
Cv Oy . 2
N+1 N N+1
Cn/(N+1)=C/2+2 > 1/k
3<k<N+1
Cnv=(N+1)2(-3/2+ Y 1/k)
1<k<N+1

N>17C1:C0:O
Fazj=N—-j+1em Cy_j

Multiplica N

Subtrai NCy em Ne N —1
Divide por N(N + 1)

Cn
N+1

Finaliza

Itera em

= 2(N + 1)(Hy — 3/2)



Exercicios

© Escreva a recorréncia para o total de comparacdes do
quicksort para todas as possivels N! permutagdes

@ Resolva a seguinte recorréncia:

2
AN:]-‘f‘N Z A1
1<j<N
com N >0eAy=0

© Escreva e resolva a recorréncia do nimero médio de estagios
de particionamento do quicksort



Vimos

@ Primeiros algoritmos de divisdo e conquista

@ Aniélise de busca bindria, mergesort, quicksort



	quicksort

