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Aula de hoje

Nesta aula veremos

e Fungdes geradoras ordindrias (FGO)




Séries Geométricas

Exemplo:
Caso geral:

Solu¢do para |z| < 1:

k
1 1 1 1/1
4= I =1
it =5 (2)
k>0
a+az+az2+az3+---:§:azk
k>0

Sarte



Fungdes Geradoras Ordinarias (FGO)

Definicado:

é a funcdo geradora ordindria (FGO) da sequéncia

dg,d1,d2,...,dky- .-

o [zN]A(z) denota o N-ésimo coeficiente da sequéncia: ap

sequéncia FGO
1
1,1,1,1,... d M=
P 11—~z
N
1,1/2,1/6,1/24,... m:ez



Operacoes em FGO: mudanca de escala

Se A(z Zakz é a FGO de ag,a1,a»,...,ak,...

k>0
entdo A(cz) Zakc zK 6 a FGO de ag, car, c?ap, 3as, ...
k>0
sequéncia FGO
1
1,1,1,1,... N —
) bl b b ZZ 1 —z
N>0
1
1,2,4,8,16,32,... NN = —
b b ) ) ) b Z Z 1 _22
N>0




Operacoes em FGO: adicdo

Se A(z) = Z azk

é a FGO de ag, a1, a2, . ..

é a FGO de bo, bl,b2, b3, ..

yAky oo

entao A(Z)—I—B(Z) é a FGO de ag + bg, a1 + b1, ar + by, ...

sequéncia

1,1,1,1,...

1,2,4,8,16,32, ...

0,1,3,7,15,31,...

FGO

1
> =i,

N>0

1
NN _ 1
Z z 1—2~2
N>0
1 1

1-2z 1-—=z




Operagdes em FGO: diferenciagdo (multiplica pelo indice)

Se A(z) = Zakz
k>0
entdo zA Zkakz
k>1
1,1,1,1,...
0,1,2,3,4,...
0,0,1,3,6,10,...

0,....,L,M+1,(M+2)(M+1)/2,...

é a FGO de ag, a1,a2,...,ak, ...

é a FGO de 0, a1,2ay,3b3, ...

N _
S

N>0
Z Nz" )2
N>1
22
2 @N T2



Operagdes em FGO: integral (divide pelo indice)

é a FGO de ag, a1, a, . . .

é a FGO de 0, ag,

1,1,1,1,...

0,1,1/2,1/3,1/4,1/5,. ...

ar a2

57?7"'7

; dk

ak—1

k

DI

P



Operacoes em FGO: somas parciais

Se A(z

E akz

k>0

12/4(2) é FGO de

entdo 1
Prova:

Distribuir:

Mudar de n para n — k
Mudar ordem da soma:

Mudar de n — k para k:

é a FGO de ag, a1,a2,...,ak, ...

ao,ap +ai,a0 + a1+ az, ...

:sz E anz"

k>0 n>0

S I

k>0 n>0

D) e

k>0 n>k

=2 (2 an)

n>0 n>k>0

=2 (2 &)

n>0 0<k<n



Operacoes em FGO: somas parciais

Se A(z):Zakzk é a FGO de ag, a1, a2, ...,ak, ...

k>0
ent3o A(z) é FGO de ag,ag + ai,a +ay+a,...
FGO sequéncia
1 N
1_Z:Zz 1, 1, 1, 1,
N>0
n— ZZN 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4
n = —
1_2 N ) 7 ) ) b
N>1
1 1

_ N
1_Zln1_z—Nz>:1HNz 1, 1+1/2, 1+1/2+1/3,



Operacoes em FGO: convolucao

Se A(z):Zakzk é a FGO de ap, a1, a»,...,ak, ...
k>0
e B(z) =) biz¥ é a FGO de by, b1, by, ..., by, . ..
k>0
entdoA(z)B(z) é FGO de  agbg, agb1, +aiby, . . ., Z akbp_k, . ..
0<k<n
Prova A(z)B(z) = Z arz" Z bpz"
k>0 n>0
Distribuir => ) bzt
k>0 n>0
Mudar n para n — k = ZZakb,,_kz”
k>0 n>k
Troca ordem da soma = Z Z akbp_iz"

n>00<k<n



Operacoes em FGO: convolucao

Se A(z):Zakzk é a FGO de ag, a1, a2, ..., 4k, ...
k>0
e B(z) =) bz é a FGO de by, by, bo, ..., by, . ..
k>0
entdoA(z)B(z) é FGO de  aobo, aoby, +aibo, ..., »  akbp i, ...
0<k<n

1 =y 2" 1, 1, 1, 1, 1,

1 1
=Y (N+1)ZY 1,2 3, 4, 5



Expans3o de FGO: processo de achar coeficientes: técnicas

@ Teorema de Taylor

f(z) = f(0) + f'(0)z + f”2(!0)22 + f”;(!0)23 + f”:fo) *

e Exemplo: eZ:1+z+§—T+§—?+i—‘;+...
@ Reducdo a FGO conhecida

o Exemplo: [zV]:£ — ZlngN% = Hu

representa 1,1, 1, 1, 1
11—z

1
para obterIn 1

Integrar
1-=z -z

1, 1/2, 1/3, 1/4, ...

1 1
Convolucio 1 com In 1 ©1,14+1/2,141/3, 1+1/2+1/3+1/4,--

—z —z



Exercicio

o Provar que > i p oy Hk = (N +1)(Hni1 — 1)
o Passo 1: Achar FGO para o lado esquerdo
e Passo 2: Expandir FGO para achar coeficientes



Resolucdo de recorréncias com FGO

@ Procedimento

Fazer recorréncia valida para todo n > 0

Multiplicar ambos lado por z" e somar em n

Avaliar somas para obter equacdo que satisfaz a FGO
Resolve a equacdo para derivar uma férmula explicita para
FGO usando condicdes iniciais

Expandir a FGO para obter coeficientes



Exemplo 1: recorréncia linear (Insertion Sort, melhor caso)

Resolver an—ap-1+1 comn>1,a =0
Multiplicar por z" apz" = ap_1z" + 2"
Somar Z apz" =
n>1 n>1
Se A(z) =Y anz Az) = 2A(2) + 1 f -
n>1
Resolve A(z) z
ver Z) = ——m—
(1—-2)
Expandi Az) =1~
xpandir z) =
P 1-z(1-2)
Convolugdo de 1 ~ de um deslocamento a direita de 1,1,1... %

Portanto an=n



Exemplo 2: recorréncia exponencial (Torre de Hanoi)

Resolver ap, =2a,_1+1 n>1, a=1

Multiplicar z" anz" =2ap_1z2" + 2"
Somar Z anz" = Z 2ap_1z" + Z z"

n>1 n>1 n>1
Se A(z) = Z anz" eag =1 Alz) =1+ Z apz"

n>0 n>1

N _ 1

Substituigdo: A(z) — 1= 222 an_1z2" 1+ 25—
n>1

Como Z apz" = Z an_ 12"t A(z) - 1=2zA(z) + 1 i 2

n>0 n>1



Exemplo 3: recorréncias lineares alta ordem

Temos a, =ba, 1 —6a, » paran>2comag=0ea; =1
Fazer vélida para n >0 ap,=>5a,_1—6a,_2+

Multiplicar por z" e somar em n A(z) = 52A(z) — 62%A(z) + z

ResolVer A(Z) = ﬁ

- .. <o 1

Usar fi A(z) =

sar fragBes parciais (2) 1_3; t1 o,
Achar coeficientes ¢y e ¢; co+ca=0
2¢cg+ 3¢ = —1

1 1

Solugdo é A(z)

T 1-3z 1-2z
Expandir a,=3"-2"



Ex. 4. a, =5a,_1 —8a,_»+4a, 3, a=0,a1=1, ap =4

P/ n < 0 supor a, =0 ap=5-0+8-0+4-0=0
Fazer vélida p/ n=1 ar=5a—8-0+4-0+ 0,1

ap =b5a,_1 —8ap_2+4a,_3+ 0n1
Fazer vélida p/ n =2 a =5 —-8-0+4-04+0—0,>

an=">5a,-1— 8an72 + 4'an73 + 5n,1 - 5n,2

Defini¢do: delta de Kronecker 6,; =1sen=ied,;=0sen#i



Ex. 4. a, =5a,_1 —8a,_»+4a, 3, a=0,a1=1, ap =4

Usar eq. valida p/ todo n  a, =5a,—1 — 8ap—2 +4ap—3 + dp1 — 0n2

Usar A(z) = Z anz"

x por z" apz" =bap_1z" —8ap_2z" +4ap,_32" + 6,12" — Op 22"

Somar em n A(z) = 52A(z) — 82°A(2) + 42A(2) + z — 2°
Isolar A(z) A(z) z-2
p4 =
1—5z+ 822 —4z3
Simplificar A(z) = z1-2) = z

(1-2)(1-22)2 (1-22)2

Expandir ap = n2"t



Ex. 5: Raizes complexas a, = 2a,_ 1 —a,_»+2a,.3,n >3

Temos ag =1, a1 =0,ap = —

Faz aj, vélida p/ n>0

Multiplica z" e soma

Resolve
Simplifica
Fracoes parciais

Expandir

ap =2ap-1— ap—2+2a,-3+ 5n,0 - 2(Sn,l
A(z) = 22A(z) — 22A(2) + 22°A(z) + 1 — 2z

1—-2z
Alz) =
(2) 1—2z+422-223
1-2z 1
(1-22)(1+22) 14 22

11 1
A _
@ =5G_%+t17%

A(z) =

1-n n_l-n n
an = 5"+ (-1)) = 5i7(1+ (-1)7)

1,0,-1,0,1,0,—1,0,1...



Recorréncias lineares: solucao geral

Em recorréncias lineares com coeficientes constantes, a FGO é
polinomial e temos um algoritmo.

@ Solucdo para a, = x1a,_1 + xpan_2 + - -+ X¢apn_¢t, N> t, é
uma combinac3o linear de t termos.

o As raizes do polindmio 1 — x1z — xpz% + - - — xp 2t
sdo (31,02,...,8, onde a multiplicidade de 8; é m; tal que

m+m—+...m =t

@ Solucdo, com t termos, é
i on i on i on
E clyjn’,Bl + E C2,J'I7]/B2 + 4 E C,JI#B,
0<j<m 0<j<my 0<j<m,

as t constantes, ¢, sdo determinadas pelas condicGes iniciais e
raizes complexas e —1 fazer comportamentos periddicos.



FGO para recorréncias lineares

Seja ap=x1ap-1t+Xeap—2+ -+ Xxtap-tp/ N>t
A FG de a, é a(z) =1(z)/g(z)

onde g(z)=1—x3z— x07° — ... xp 7"

f(z) =g(z) Z a,z"( mod z)

0<n<t



Exemplo 6: aplicacao solucao geral
@ ap=2a,1+ap2—2ap,3,n>2,a=0a=a=1

Sejat=3
Primeiro, escrever g(z) =1 -2z — 2> 4+22° = (1 — z)(1 + z)(1 — 22)

Segundo, usar condigdes iniciais ag, ai, a> em
f(Z) = g(Z)ZO§n<t anZn( mod Zt):

f(z) =(z+2*)(1 -2z -2 +22%)( mod 2%)
—z-722=2(1-2)

_ _ f(z) z 1 11
Terceio - a(z) = -y = A7) 1-27) 3 (1 2z 1+ z>

1
Terminar an =3 2" - (-1)"




Outras operacdes com FG

Desloca a dir. 0, ap, a1, an, ...

Desloca a esq. ai,a»,as,...
. 2 3

Ajustar escala ap, ca1, c“ap,c’as,...

Diferenca ag,a1 — ag,...an — an—1

n>1
A(z) — a
() 0 — Zan+lz

z n>0
A(ez) = Z c"apz"

n>0
(1-2)A(z) =
a0+ > (an+ bn) 2"



Outras FGO elementares

0,0,1,3,6,10,...,

M +2 M +3
1L,M+1
e (M) (M),

(1

n>0
N
1 _22 ZZ
N>0
-z
3= Z z
(1-2) NS2 2
1 N+M
= (M)

- Z)M+1

N>0



Resolucdo da recorréncia do Quicksort

2
Com Gy =0 CN:N+1+N Z Cr1
1<k<N

Multiplicar por N NCy = N(N+1)+2 Y Cey

1<k<N
x por zN Z NCyzV = Z N(N + l)zN +2 Z Z Ce12"
N>1 N>1 N>11<k<N
1° termo Z NCyz"
N>1
2° termo Z N(N + l)zN

N>1

3° termo 22 Z Cp_12"

N>11<k<N



Resolucao dos trés termos

P/ C(z) = ZNZl Cnz":

!/
1° zC'(z2)=z (Z CNZN) =zY NCyz"t =" NCyz"

N>1 N>1 N>1

1 1 !
2° z (1 ) =z Z NN =
- N>1




Resolugdo dos trés termos (continuagdo)

30 22 Z CkflzN

N>11<k<N

Troca Npor N+1 =2 Z Z Ch12NH!
N>01<k<N+1

Troca k por k+1 :22 Z Ce | V1
N>0 \0<k<N

Tira z das somas =2z Z Z Cy zN
N>0 \0<k<N
o . 1
Usa definicdo de soma parcial =2z C(2)

11—~z



Equacio diferencial ordinaria (EDO) do Quicksort

2 1
Usar termos e obter EDO  z('(z) = z(1 — + 221 — C(2)




Resolucdo da EDO do Quicksort

Obter fator de integracdo com EDO Homogénea:

§(2) = 20(2)/(1 - 2)

_ 1
Fator int. p(z) = (1-2z)?
pa EDO C)-20 2 =2y
Usar f'(z)g(z) + f(2)g'(z) = (f(2)g(2))

Resolver EDO (1 -2)%C(2)) = (1 - 2)2C"(2) — 2(1 — 2)C(2)
—(1-2)? (c’(z) - 21C_Zi) ==

2
Integrar /(1 — 2)?C(2)dz = / 1 dz

2 1
¢(z) = (1-2z2)? In1—z

N 2 _jp L ~ =2(N+1)(Hyy1 = 1)

Expandir Cy = [z -2 1



