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Estrutura abstrata: dicionario

» Diciondrio: operacoes
> put()
> get()
> contains()

> delete()
> .

» Implementacdes:

Map<>(), Set<>()

» Usar TreeMap, TreeSet se ordem for importante
» Usar HashMap, HashSet se ordem n3o for importante
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Tabelas de espalhamento = Tabela hash

» Tabelas de espalhamento = Tabelas hash = Hashtable

» Hash significa “misturar, baguncar”

Porqué “espalhar” ajudaria na busca?
Espalhamos elementos em um espaco limitado e montamos uma
tabela para saber a posicdo.

A tabela é definida por uma funcao pré-definida que associa
chaves com a posi¢do na tabela.
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Exemplo de tabela hash

Exemplo: método da divisdo ( “bubblesort do hashing”)
Usando: hash(x) = x % 11

pos | chave
0 11
1 23
2

3

4

5 38
6

7 29
8 19
9

10




Hashing

Valores sdo mantidos em uma tabela T[] com m posi¢Ses
indexada de acordo com uma chave.

Funcdo hash

Um método para computar a posicio de uma chave em uma
tabela: h:U — {0,1,...,m—1}.

Aspectos de projeto

» Como computar a fungdo hash?

» Como solucionar uma colisdo, quando h(x) = h(y) e x # y?



Elementos de uma tabela hash

> M espacos de meméria
» Funcao de pré-hashing

» conversdo do tipo composto em um inteiro (ou long)
» Hashing

» célculo da posi¢do do inteiro do pré-hashing em uma das M
posicoes da tabela hash

» Resolucdo de colisdes
» Verificagdo e posicionamento da chave na tabela de acordo
com colisdes

> Método de Rehashing

> Expansdo da tabela (aumento de M) e reposicionamento de
chaves caso esteja muito cheia (fator de carga alto)
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Analise de Tabelas hash

» Custos importantes: M, computacdo de hashings, verificacdo
da igualdade de elementos em caso de colisao

» Objetivo da andlise: como manter M pequeno e reduzir outros
custos?
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Pré-hashing

Meta

» computacdo da hash deve ser barata

» boa distribui¢do das chaves nas posi¢des da tabela (cada
posicdo da tabela tem igual chance de receber chaves)
Exemplo: nimeros de telefones

» Ruim: trés primeiros digitos

» Melhor: trés dltimos digitos

Necessario

> Um célculo de Hash diferente para cada tipo de chave



Pré-hashing em Java: hashCode ()

» Todas as class herdam o método int hashCode ()

» Obrigatério: Se x.equals(y) entdo x.hashCode() ==
y.hashCode ()

» Meta: Se !x.equals(y) entdo x.hashCode() !=
y.hashCode ()

Implementacdo padrao
Uso do endereco de meméria do objeto

Implementacdes por tipo
Integer, Double, String, File, Url, Date,
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Revisdao: nimeros e operadores do Java

>

vVvyvyyVvyYVYyy

Integer .MIN_VALUE ==
0b10000000000000000000000000000000
-1 == Ob111111112111111211111211111111111
-2 == 0b11111111111111111111111111111110

== 0b00000000000000000000000000000000
Byte .MIN_VALUE == 0b10000000 == -128
Byte .MAX_VALUE == 0b01111111 == 127
Deslocamentos

» 0b00010000 << 2 == 0b01000000 (é esquerda)

» 0b00010000 >> 2 == 0b00000100 (é direita)

» 0b10000000 >> 2 == 0b11100000 (Com Sinal)

» 0b10000000 >>> 2 == 0b00100000 (Sem sinal)
Ldégica bit a bit

» 0b10101011 == (~0b01010100) (negagﬁo)

» 0b01001111 & 0b10101010 == 0b00001010 (AND)

» 0b01001111 | 0Ob10101010 == Ob11101111 (OR)

» 0b01001111 =~ 0b10101010 == 0b11100101 (XOR)
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Pré-hashing: implementacoes do Java

Integer
1l int hashCode() {
2| return value;
3}

Boolean
1l int hashCode() {
2| if (value)
3 return 1231;
4| else
5 return 1237;
6|}
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Double

int hashCode() {

// xor das metades do binario

long bits = doubleToLongBits(this.
doubleValue());

return (int)(bits”"(bits >>> 32));

}

String

//s[0]%x31"°(n—=1)+s[1]*31"(n—2)+...+s
[n—1]

public int hashCode() {

int h = 0;

for (int i = 0; i < s.length; i++)

h =s[i] + (31 = h);

return h;

}
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Pré-hashing: exemplo para tipo composto

class Transacao {
String quem;
Date quando;
double quanto;

int hashCode() {
int hash = 17;
hash = 31xhash
hash = 31xhash
hash = 31xhash
return hash;

+ quem . hashCode();
+ quando.hashCode () ;
+ ((Double) quanto).hashCode();
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Pré-hashing: “receita” para tipo composto

Como fazer

» Se campo for primitivo, usar o hashCode () do wrapper

P> Integer para int
» Double para double

» Se campo for tipo composto, usar hashCode ()
» Se campo for array, usar hash para cada campo
» Se campo for null, usar 0

» Combinar cada campo x na hash com a operagao
31 % hash + x.hashCode()

13/132



Funcdes de hashing: tipos

» Fung¢des simples para hashing (ndo recomenddvel usar)
» Método da divisdo: h(x) = x%m (ad hoc)
» Método da multiplicacdo (ad hoc)

» Familias de Fun¢des de Hashing (modelos)

» Familia Uniforme

» Familia Universal

» Familia Quasi-universal
» Familia k-uniforme

»
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Funcdes hash: método da divisao

Sendo
» chave é um inteiro n3o-negativo k
> temos m posicoes na tabela
» a posicdo na tabela pela chave k é obtida pela funcio hash
h(k)

Método da divisao
h(k) = k mod m
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Funcdes hash: método da divisao

Método da divisao
h(k) = k mod m
> Se tabela tem m = 1699 posicdes e chave for k = 25657, a
posi¢do da tabela é h(k) = 172
» Evitar o uso de valores para m que sejam poténcia de 2
» Se m = 2P, h se torna somente p bits de baixa ordem de k

» Sugestdo frequente: “Escolher para m um valor primo ndo
préximo de uma poténcia de 2"

» Na pratica: NAO USAR PARA CODIGOS REAIS pois é facil
obter colisbes
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Implementacao de hashing em Java: hash()

W N =

w N =

N =

» Recebe pré-hashing de hashcode(): int entre —231 e 231 —1

» Funcdo hash: indice da tabela de 0 a M — 1 para tabela com
M posicoes

hash (Chave c) { // Cédigo ERRADO
return c.hashCode() % M; // BUG
}

Cddigo errado! Problema com negativos.

hash(Chave c¢) {
return Math.abs(key.hashCode()) % M; // BUG
}

Cédigo errado! Problema com —23!. Math.abs(—23!) < 0!

int hash(Chave c¢) { // Cédigo CERTO
return (c.hashCode() & Ox7fffffff) % M;
}




Funcdes hash: método da multiplicacao

SO WN -

Método da multiplicacao

Multiplicar a chave k > 0 por uma constante 0 < A < 1, extrair a
parte fracional, multiplicar esse valor pelo nimero m de posicGes
na tabela e pegar a parte inteira arrendondada para baixo com
uma funcio floor.

h(k) = floor(m(kAmod1)), onde A ~ (v/5 —1)/2 ~ 0.618

static double A = (Math.sqrt(5.0)—1.0)/2.0;
int hash2(Chave c¢) {

int k = c.hashCode() & Ox7fffffff;

double fracional = (kxA) % 1;

return (int) Math.floor(M % fracional);

}

Exemplo

Se m = 2000 e chave for 6341, a posi¢cdo obtida pela funcdo hash
h(k) é 1476.
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Funcdes hash: métodos da divisao e multiplicacao

> Vantagens:
» Simplicidade
» Desvantagens:

> para todos inteiros a e x temos h(x + a x m) = h(x) de
maneira predizivel
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Resolucao de colisoes

Uma boa funcdo hash deve espalhar uniformemente valores no
array.

Colisoes
Valores distintos mapeados na mesma posicao de um array sao
chamados de colisdes

Exemplo: em uma tabela de tamanho M e método divisivo
hash(2.1) ==
hash(1.4) ==
hash(7.1) ==



Colisoes

Desafio
Tratar colisdes eficientemente

> ¢ muito caro evitar colisdes (memdria O(n?))

» suposicao comum: colisdes sdo uniformemente distribuidas

N
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Resolucao de colisoes

» Dois estilos principais de tratar de colisoes
» Encadeamento das colisdes ou enderecamento fechado (Estilo
HashMap do Java)
> Sondagem ou enderecamento aberto (Estilo dict do Python)

N
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Tabela Hash com encadeamento

» Tabela T tem M posicoes
» TJ1] tem lista de chaves colidindo: h(13) = h(46) = h(57)

o [{a2}-{34]~{]

1 [+{13]-{46}~{57]~(]
2 -]

30—

il

5 [—{]

6 [~[20]-[31]—{]
il

8 [-{]



Analise exata de custo de busca mal-sucedida

» Hash table com resolugcdo por encadeamento em M listas

» Seja |T[i]| o nimero de chaves em T[i] (colisdes em /)
» Custos:

» computagdo pré-hashing e hashing custa Cj
» verificacdo de igualdade custa C;

» Custo de busca mal-sucedida:

Ch + |T[I]| x C;



Analises de custos

» Problema: balancear uso da memdria com o niimero de
colisdes

» Qual é o nimero médio de colisdes E [| T[i]|]?

» Como obter um limitante superior para o nimero de colisGes
[max | T[i]|]?

» Como escolher tamanho da tabela M para reduzir chance de
colisdes?

» Como escolher o tamanho de redimensionamento da tabela
para fazer rehashing?

N
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Modelo de distribuicdo de entradas

> E dificil caracterizar a distribuicdo de entradas
> E mais facil usar familias de Hashing que garantem
propriedades independentemente das entradas

» Familias de Hashing Uniforme
» Familias de Hashing Universal



Andlise de Hashing: exemplo

Também conhecido com “Paradoxo do aniversario”
Temos M dias, grupo de N pessoas
Seja i,j um par de pessoas, definir

X 1 niver(i) = niver(j)
L 0 caso contrario

Suposicao: aniversarios acontecem uniformemente ao longo
do ano: P[X;j]=1/M

Em grupo de N pessoas, quantos aniversarios acontecem no
mesmo dia?

El 2 Xy|= X E[X,J]:<’;’)A1/I

pares i.j pares i.j

Tamanho de um grupo para 2 fazerem aniversario juntos?

> Ou seja, qual éo Nem 1= (M) L =M1 9y~ 27

~
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Premissa da Familia de Hashing Uniforme

» Seja um conjunto de funcdes de hashing H

1
P h(x)=1i]l=—
hew|h(x) = i] m
para todo x e todo i

P Ideia: Todas as posi¢des da tabela sido igualmente provédveis
para “espalhar chaves uniformemente”



Hashing uniforme NAO E suficiente: exemplo de familia

» Parece razodvel mas n3o é suficiente para termos boas
funcdes hash

» Seja K = {const,|0 < a < m— 1} tal que const,(x) = a

» Temos que Ppek[h(x) =i] = % pois existem m opcdes para o
valor a
e P(h(x) =i)=P(a)- P(h(x) =a)= 1.1

m



Familia de Hashing Universal

» lIdeia: “minimizar colisdes’
1
Phenlh(x) = h(y)] = -

para x £y, Vx,y

» Quase-universal: P[h(x) = h(y)] < £ com c constante

<
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Hashing universal

Se hd m para serem selecionados aleatoriamente e colisdes tem
probabilidade de 1/m entdo essa fun¢do hash é universal.

(1)

» AplicacCes
» Evitar ataques a uma func3o hash — exploracdo do pior caso
» Reconstrugdo da hash quando fator de carga mostra risco de
colisao



Familia de Hashing Universal: exemplo 1

» Familia de Hashing Multiplicativo Primal é
MP = {multp,lac[1...p—1]}

» Definir niimero primo p > |U|, onde U é o conjunto de todos
os valores de hashing

» Definir inteiro a € [1...p — 1] chamado salt
» A funcdo de hashing é

multp,(x) = (ax mod p) mod m



Familia de Hashing Universal: exemplo 2

» Dietzfelbinger et al. (1997) “A Reliable Randomized
Algorithm for the Closest-Pair Problem”

» Hashing bindrio multiplicativo
> Tabela tem m = 2/ posicdes e pré-hashing produz inteiros
com w bits

» Usar um valor aleatério de salt a € [0,2%]

> multh,(x) = [ (820 med 2" |

» #define hash(a,x) ((a)*(x) >> (WORDSIZE - HASHBITS))



Custo médio de busca mal-sucedida

» Tabela hash com encadeamento e familia universal H
> Custo exato é ¢, + | T[i]|ci
> Custo médio é ¢y + E[| T[i][] ¢

» Temos que o tamanho da lista de colisdes em h(x) é, para
cada chave k na tabela T,

I TTHGON = D Ohiay he)

keT

» Portanto queremos achar E [| T [h(x)] |]



Custo médio de busca mal-sucedida: continuacao

» Como busca é mal-sucedida temos que x ¢ T e x # k, entdo
E[IT[h(x)][] = [Z On(k) h(x)] = Z E [0n(k).n(x)]
keT keT

» Sendo h € H uma Familia Universal, temos

1 se k = x
El0n(i),h(x)] = {1/M se k # x

» Dessa forma, com N = |T]|, o custo é

D> E [Bneo] = (Z /\1/1> - ¥

keT keT

» Definimos a quantidade o = % como o fator de carga



Analise do maior nimero de colisdes no caso médio

| 4

>

Objetivo: obter limitante superior com alta probabilidade para
nimero de colisoes

Resultado da andlise: se tabela tem carga a =1, para N
chaves, o nimero de colisdes é O(log N/ loglog N) com alta
probabilidade

Chance de uma lista X ter pelo menos K chaves é:

v () (3

onde (%) € o nimero de formas de distribuir K chaves em N
s K, . .
posicBes, (%)  é chance de cada chave cair em j

A partir de P[X; > K] queremos achar uma funcdo f(N) = K
tal que a probabilidade P[max; X; > (/)] seja pequena

36
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Analise do maior nimero de colisdes no caso médio (1)

PIX; > K] = (M (&)

N! 1\K
= KIIN=K)! (N)
Z1)(N=2)-(N—(K— K
< NN=1)(V 2}2! (N—(K-1)) (%)

<M (=%

Assim, P[X; > K] < 7; e como

Kl=  K(K—1)(K-2)(K=3)...

K(K—1)(K-2)...3-2-1= (K-1)((K-1)-2)((K—-2)-3)...

K! > KK/2
1/KI < 1/KK/?
Entao
1 1

PIX; > K] < — S KR



Analise do maior nimero de colisdes no caso médio (2)

» Fazendo K =4clgN/Iglg N em P[X; > K] < KK/2

4elg N\ 2c'eN/lgleN 2clg N/lglg N
K/2 _ g >
K (|g|g/\/> —(V'gN)

Pois temos que 4c ] g NN = w(y/Ig N) ao fazer x = Ig N em

lg N 4cx
I ClglgN _ Tgx _4c\/>?_oo

N igN X2 Igx

Por sua vez

c lg N
(\/IgiN)ﬁ = [(|g/v)@rg _oclgN _ pjc
! S S— 1
> sendo que (x)&x = (x)Pa/ P2 = (x)7/Toax? = slog2 — o

4clg N 1
» Portanto P [X > IgIgN} < e
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Analise do maior niimero de colisdes no caso médio (3)

IglgN | = N°©
» Queremos achar f(N) para quando P[max; X; > f(N)] tem
baixa probabilidade.
» Usando o limitante da unido: P(AU B) < P(A) + P(B) e que
P [max; X; = F(N)] = P [ (% = F(N))]
> temos
N— N—1 4clgN
P szolxj > f(N)] Y=o P [X, > Ig‘;’lgg,v} < N = 7ot
» Portanto, max; X; = O(lg N/ Iglg N) com alta probabilidade
1-0O(N°)

» Até agora vimos que P [X > 4C'gN} < 4
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Controle do nimero de colisoes usando M

» Usando a anélise do Paradoxo do aniversario, o nimero médio

de colisoes é
M 1
E E Xij _<2>I\/I

pares i,j

» Se usarmos bastante espaco, M = N2, ent3o o nimero
esperado de colisGes sera

N(N-1) 1
N <
2 =12

» Entdo o custo médio de busca mal-sucedida serd
ch + ¢i/2 = O(1) ao pagarmos um preco de O(N?2) de espago
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Controle do nimero de colisdes usando M e alta prob.

» Seja X; o niimero de colisGes na posi¢do j

» Queremos achar uma férmula que liga o nimero de colisdes
com M paraa <1

» Ou seja, buscamos uma férmula para fazer P[max; X; < 1]
ter alta probabilidade

w
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Controle do nimero de colisGes usando M e alta prob. (1)

» Primeiro devemos achar
PG > 1] = 1= PX; = 0]~ PLX; = 1

» Como a chance de uma chave n3o cair na posigdo j é
P[X; =0] = (1 —1/M), entdo, para N chaves,

s -1 4)" () ) -0 )

i=0

usando expans3o binomial de Newton

i - (1 1)

SN G
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Controle do nimero de colisGes usando M e alta prob. (2)

» Queremos achar P[X; > 1] =1—-P[X; =0] - P[X; =1]

HX>H_1—P—z+@<N3]—H&:H

PIX; > 1] = z+e($)_m&—u

N N2 N N-—1 N2
N2 NN-1 N N2
P[Xf>1]:@</w2)+/vi M _M@<M2>

> Usando N < M, P[X; > 1] < MN-1)



Controle do nimero de colisGes usando M e alta prob. (3)

» Usando o limitante da probabilidade da unido

P [maij > 1] = P[X; > 1 para Vj]
J

M—-1

<> N(’X/Iz_l) = N(N —1)/M
j=0

» Portanto, se usarmos M = N?*¢ temos probabilidade menor
que 1/N€ de n3o haver colisdes

» Se usarmos M = cN?, o ndmero esperado de colisOes é
Ed pair x,yeT [h(X) = h(Y)] < ]./C
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Controle de colisdes: método da matriz usando hashing
universal

Método da matriz

Chave x tem u bits. Tamanho da tabela M é uma poténcia de 2.
Assim, um indice tem b bits tal que M = 2°. E universal pois a
probabilidade de colisdo é igual ou menor que 1/M.

Passos do algoritmo de hash

1. obter representacao bindria x da chave

2. definir aleatoriamente uma matriz h de tamanho b X u com
valores 0 ou 1

3. obter o hash usando a multiplicagdo h(x) = hx e fazendo
soma resto 2.

Exemplo:
1 000 é 1
h=|0 1 1 1}|,x= 1 Jh(x)=1[1 (2)
1 110 0 0

Existe uma chance de 1/2° de colis3o.
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Hashing perfeito

» No hashing perfeito queremos custo de busca seja O(1)

» Também queremos que o uso do espaco total seja O(N)

» Como fazer? Podemos usar no segundo nivel da hash table
outras hash tables encadeadas

> Seja N = | T[]

» Tamanho da tabela no primeiro nivel é M = N

» Tamanho M; da tabela de segundo nivel na posicdo j serd
M; = 2/\/1-2

» Portanto, o niimero esperado de colisdes nas tabelas
secunddrias serd < 1/2

» O custo médio de busca serd Cprehashing + 2Chashing + %c,-

» Qual é o espaco total médio usado? Calcular

E[x/o 2171

46/132



Hashing perfeito com espaco O(N)

> Calcular E [Zj”’olmﬂ —2yMLE [/\/ ]

M-

[y

M-1 2
sz = Zj:o (erT ‘5h(><),j)
j=0

= >0t (Cxet Onx)4) (Zyer 5h(y),j)

= 350" Ler Lyet On(x)Oniy)i

= YM1(v [0h04)° + 2 Sn(x) 0
j=0 x=yeT [7h(x) x#yeT Oh(x)j%h(y)J

M-1 _
= Zx:yeTEj 0 [5h(><),j] +Zx¢yeTZj:0 5h(X)J5h(y)vj

= et 20t )" + Sty Snte) i)
= N + 2 tye T Oh(x).h(y)

> com Y, .t [6,,(X) } = N pois é a contagem de 12 das
chaves em suas p05|coes na tabela T



Hashing perfeito com espago O(N) — continuagdo

> Calcular £ [S-115"2N2| = 231" E [ N2

M—1
EIY M| = EIN + E [Sasyer ninn)]
j=0
N+ (N2 —N)4; (hashing universal)
N+ (N—1)=2N—-1 (1°nivel M = N)
M—1
2E N? | = 4N — 2
j=0

» Portanto, o custo de espaco do Hashing Perfeito usando 2
niveis é 4N — 2 = O(N) com uma familia universal de fun¢des
hash.



Uso de outras estruturas para tratar colisoes

» Arvore de Busca Bindria Balanceada

» Custo de busca serd ¢y + Ig | T[x]|c
» Usado como dltima linha de defesa contra degradagdo da hash

» Outras hash tables com M posicGes

» Similar a arvore com bifurcacdo M
» Custo de busca serd ¢, + logy, | T[x]|ci
» Se M =N, no pior caso, sera cp + Iogm N¢; = ¢, + 2¢;
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Exemplo de Tabela com Encadeamento: HashMap Java

» java.util.HashMap (Java 9)
> Fator de carga maximo padrao: 0.75

» Enderecamento fechado — uso de buckets

» Buckets s3o listas se niimero de colisdes < 8
P Lista vira arvore Rubro-Negra para > 8 colisGes
» Usa pre-hashing ou funcdo de comparagio

» Mapeamento em posicdo é feito com
hash(key) & (length -1)

1| static final int hash(Object key) {

2| int h;

3| return (key == null) ?

4 0 : (h = key.hashCode()) ~ (h >>> 16);
5/}
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Tabela de simbolos: sondagem linear

Enderecamento aberto
Usar apenas o array da tabela. N3o usar listas ligadas.
Ideia: insercao

» Se houver uma colisdo, buscar algum lugar vazio nas posicdes
seguintes

Busca

» Verificar se o elemento na posicio da hash da chave é o
procurado

» Procurar nas posi¢cOes seguintes até encontrar um vazio

Array tem que ser maior que o nimero de elementos a serem
inseridos.

o
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Tabela hash com sondagem linear

O ~NO O WN -

11
12
13
14
15
16
17
18

class TabelaHash<Chave, Valor> {
int M; // tamanho
Chave[] chaves;
Valor[] valores;

public TabelaHash(int M) {

chaves = (Chave[]) new Object[M];
valores = (Valor[]) new Object[M];

this.M = M;
}

void put(Chave ¢, Valor v) {

}

void get(Chave c) {

}

o
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Hashing com sondagem linear

O ~NO O WN

= e
w N = O

14
15
16
17

void put(Chave ¢, Valor v){
int h = hash(c);

if (chaves[h] = null) {
chaves[h] = ¢;
valores[h] = v;

} else { // coliséo
while(++h < M &&
chaves[h] !'= null) {}
if (h=M) {

// tabela cheia

// reestruturar tabela
}
chaves[h] = c;
valores[pos] = v;

Chave | Hash
2.1 1
1.4 1
1.3 11
5.1 3
6.0 6
7.1 1
-1.1 2
0.0 0

—
N

M= 13
pos | chave
0 0
1 2.1
2 1.4
3 5.1
4 7.1
5 -1.1
6 6

7
8
9
10
11 1.3
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Tabela Hash com resolucao de colisdes por sondagem

v

Tabela de M posicoes de meméria
Cada posicio contém sé 1 chave

Se ocorrer colisdo, uma recorréncia indicard proxima posicao
que sera verificada para insercdo

Define uma sequéncia de funcdes hash:

(ho, h1, ha, ... hy—1)

Para uma chave x, temos uma sequéncia de sondagem

(ho(x), hi(x), ha(x),...)

» Idealmente, a sequéncia de sondagem deve ser uma
permutagdo das posices da tabela [0, M — 1]
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Tabela Hash com resolucao de colisdoes por sondagem:
operacoes

» Insercdo
» Inserir na primeira posi¢do vazia indicada pela sequéncia de
sondagem
» Busca

» Verificar cada posi¢cdo indicada pela sequéncia de sondagem
até atingir posicdo vazia
» Remocao
» Usar marcador de remocao
» Alternativa: reposicionar cada colisio da mesma sequéncia de
sondagem
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Resolucao de colisdes por sondagem: tipos de recorréncia

» Sondagem Linear
hi(x) = (h(x) +i) mod M

bom para caching, mas tem efeito de “clustering”

» Sondagem Binaria
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Tabela Hash com resolucao de colisdoes por sondagem:
andlise

» Premissa Forte de Hashing Uniforme (PFHU)

» Para qualquer chave x, a sequéncia de sondagem é um sorteio
de uma permutagdo das posicdes da tabela [0, M — 1] com
probabilidade uniforme do conjunto de todas as permutacdes

» Independencia: a sequéncia de sondagem
(hi(x), hix1(x), hiz2(x), ...) continua sendo uma permutagdo
uniforme apés a sondagem de (ho(x), ..., hj_1)

» Sob a PFHU temos:

> Pcolisio em ho(x)] = & para tabela com N chaves e M
posicoes
» Premissa facilita andlise, mas n&o existe (sequéncia) hash que
comprovamente é PFHU

o

J

w
N



Tabela Hash com resolucao de colisdoes por sondagem:
andlise

» Recorréncia do nimero médio de sondagens necessarias, com
minimo de uma sondagem para tabela vazia T(M,0) =1,
» Usando indugdo provamos que T(M, N) < %
T(M,N) =1+ NMT(M—-1,N-1)

<1+ %m (aplicando 74%)

N M—1
<l+uwmn

<1+ fMs (troca M —1 por M)

_ N _ M=N+N _ M

=1+ gy M-N — M—N

YR _
- ()™ = (1- )
» Com fator de carga o = M/N
> Portanto temos que T(M,N) < 1~ e T(M,N) = O(1)



Implementacao Tabela Hash: Python

» Pre-hashing: link para pyhash.c

> Tipos compostos: Fungdo Hash Fowler Noll Vo (FNV)
Modificada

hash = FNV offset basis // uma constante pré—definida
for each byte of data to be hashed

hash = hash % FNV prime (mod 2°N)

hash = hash XOR byte of data
return hash

G W N =

» Diciondrio (hash table): link para dictobject.c
my_dict = {1: ’apple’, 2: ’ball’}

» Enderecamento aberto, pseudo-random probing pela
recorréncia: j = ((5%j+ 1) mod 2 % xi

» Fator de carga maximo: 0.66
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https://github.com/python/cpython/blob/master/Python/pyhash.c
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/dictobject.c

Andlise: sondagem linear

Knuth (1962): problema do estacionamento

Sob a premissa de espalhamento uniforme (P [h(x) = j] =1/M), a
média de sondagem de uma tabela hash de tamanho M que
contém N = aM chaves, 0 < a < 1 &

Para busca (encontrando)
<i(1++s)

Para inser¢do (ou busca sem encontrar)
T )
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Andlise: sondagem linear

Avaliagao de carga de uma hash table: risco de colisoes

nldmero de elementos
tamanho da tabela

taxa de ocupacgio a =
Quando taxa de ocupa¢do aa = N/M

» Se M alto, muitas posicdes vazias no array

» Se M pequeno, tempo de busca aumenta devido a
agrupamento

» Com a = 1/2, sondagens para busca é cerca de 3/2.

» Com « = 1/2, sondagens para inser¢do é cerca de 5/2



Enderecamento aberto: premissa do espalhamento
uniforme

Temos espalhamento perfeitamente uniforme quando

Cada chave é igualmente provavel a ser mapeada para um inteiro
entre 0 e M-1.

Propriedades conhecidas

» Duas chaves terdo a mesma posicdo na tabela (colidirdo) apds
cerca de \/mM /2 chaves aleatdrias

» Cada inteiro terd sido utilizado para mapear pelo menos uma
vez apds =~ MIn M chaves

» Apds M chaves, o inteiro mais mapeado foi usado
O(log M/ log log M) vezes



Variacoes de hashing

» Hashing encadeado duplo
» Obter 2 hashes para uma chave e inserir na cadeia menor
» Reduz tamanho esperado da maior cadeia para loglog N
» Hashing com sondagem varidvel

» Usar sondagem linear com saltos varidveis maiores que 1
» Reduz agrupamento

» Cuckoo hashing

» Faz 2 hashes por chave; insere chave em uma das posicGes; se
ocupado reinsere a chave deslocada na posicao alternativa
(com recorréncia) (com recorréncia)

» Pior caso garantido constante para busca

@

w

N



Cuckoo hashing

Estratégia

» Usar duas fungdes hashes

» Exemplo 1: método da divisdo
» Exemplo 2: método da multiplicagdo

Na busca get(c)

P ¢ pode estar na posicdo da hash 1 ou da hash 2

Na insercdo put(c,v)

1. Tentar a hash 1, se estiver ocupado tentar hash 2
2. Se hash 2 ocupado, substituir o que estava ali e reposiciona-lo

3. Se houver até 6 log n substituicGes, parar e reconstruir o hash
com mais espacgo

Video: http://www.youtube.com/watch?v=dAUSMTXmAPY
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http://www.youtube.com/watch?v=dAU5MTXmAPY

put (x)

Artigo: Cuckoo hashing, Pagh & Rodler. 2004
T T T Ty T, Ty
s = = £
(4 z

N

2\?1

4\

(a)

(a) Operagdo bem sucedida
(b) Operagdo mal sucedida: rearranjar

Y

(b)
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Hashing com encadeamento

» Tamanho da tabela:
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Cuckoo hashing: andlise

» Tempo de construgdo esperado: O(n)

67/132



Cuckoo hashing: tempo de construcao

» Condi¢des:
» 2 tabelas de enderecamento aberto com (1 + €)n, € chaves
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Cuckoo hashing: operacao put

1| // assume que chave n3o estd na tabela

2| void put(Chave ¢, Valor v) {

3] int cuckoos = 0; int limite = (int)(log(++N)=*6+1);

4| Integer hl = hashl(c), h2 = hash2(c);

5/ Chave ctmp = null; Valor vtmp = null;

6

7| while (cuckoos++ <= limite) {//garantia probabilistica
8 if (hl != null) {// insere com hashl

9 ctmp = chavesl[hl]; vtmp = valoresl[hl];

10 chavesl[hl] = c¢; valoresl[hl] = v;

11 hl = null; h2 = hash2(ctmp);//prepara o cuckoo
12 } else if (h2 != null) {//insere com hash?2

13 ctmp = chaves2[h2]; vtmp = valores2[h2];

14 chaves2[h2] = c; valores2[h2] = v;

15 hl = hashl(ctmp); h2 = null;//prepara o cuckoo
16 }

17 if (ctmp = null) return;//sem chave deslocada.fim.
18 else { ¢ = ctmp; v = vtmp;}//CUCKOO!

19| }

20| if (cuckoos > limite) rehashing(c, v);//obtém espaco
21|}
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Inserindo (chave, valor) == (15.07, 1.0)
Hash 1
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) =

= (15.07, 1.0)

Hash 1
pos | chave | valor
0 null null
1 15.07 1.0
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 null null
1 15.07 1.0
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(0.08, 2.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(0.08, 2.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(9.01, 3.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(9.01, 3.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(6.04, 4.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(6.04, 4.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 15.07 1.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(27.06, 5.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 null null
8 null null
9 null null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (15.07, 1.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 null null
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 null null
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 null null 6 null null
7 null null 7 null null
3 null null 8 null null
9 null null 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 10.0



Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(27.06, 5.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(16.01, 6.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 null null
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 null null
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 null null
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 null null 6 null null
7 null null 7 15.07 1.0
3 null null 8 null null
9 null null 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 11.0



Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(16.01, 6.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 null null
3 null null
9 null null

(28.02, 7.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 7.0
3 null null
9 null null

(28.02, 7.0)

null

null

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8
9

null

null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 7.0
3 null null
9 null null

(24.04, 8.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 7.0
3 null null
9 24.04 8.0

(24.04, 8.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 7.0
38 null null
9 24.04 8.0

(13.08, 9.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 16.01 | 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 | 7.0
8 13.08 | 9.0
9 24.04 | 8.0

(13.08, 9.0)

null

null

Hash 2

pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8

9

null

null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 16.01 | 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 | 7.0
8 13.08 | 9.0
9 24.04 8.0

null

null

(26.07, 10.0)
Hash 2

pos | chave | valor
0 null null
1 null null
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8

9

null

null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (24.04, 8.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 null null
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 null null 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 14.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 null null
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 24.04 8.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 null null 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 2
Limite atual de operagdes CUCKOO = 14.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (16.01, 6.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 null null
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 24.04 8.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 null null 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 3
Limite atual de operagdes CUCKOO = 14.0



Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 | 7.0
8 13.08 | 9.0
9 26.07 | 10.0

null

null

(26.07, 10.0)
Hash 2

pos | chave | valor
0 null null
1 16.01 6.0
2 null null
3 24.04 8.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8

9

null

null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 null null
7 28.02 7.0
8 13.08 | 9.0
9 26.07 | 10.0

(11.04, 11.0)
Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 16.01 6.0
2 null null
3 24.04 8.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 11.04 | 11.0
7 28.02 7.0
8 13.08 | 9.0
9 26.07 | 10.0

(11.04, 11.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 16.01 6.0
2 null null
3 24.04 8.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==

Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 11.04 | 11.0
7 28.02 7.0
8 13.08 | 9.0
9 26.07 | 10.0

(21.06, 12.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 null null
1 16.01 6.0
2 null null
3 24.04 8.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (28.02, 7.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 24.04 8.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 15.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (16.01, 6.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 24.04 8.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 2
Limite atual de operagdes CUCKOO = 15.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 24.04 8.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 3
Limite atual de operagdes CUCKOO = 15.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (24.04, 8.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 26.07 | 10.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 4
Limite atual de operagdes CUCKOO = 15.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (26.07, 10.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 null null
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 5
Limite atual de operagdes CUCKOO = 15.0



Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 11.04 | 11.0
7 21.06 | 12.0
8 13.08 | 9.0
9 2404 | 8.0

(21.06, 12.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 26.07 | 10.0
1 28.02 7.0
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 16.01 6.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 11.04 | 11.0
7 21.06 | 12.0
8 13.08 | 9.0
9 2404 | 8.0

(23.08, 13.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 26.07 | 10.0
1 28.02 7.0
2 null null
3 0.08 2.0
4 null null
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (11.04, 11.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 2
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (16.01, 6.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 3
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (28.02, 7.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 4
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (21.06, 12.0)

Hash 1 Hash 2
pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 null null
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 5
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1
pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 23.08 | 13.0
7 28.02 | 7.0
8 13.08 | 9.0
9 2404 | 8.0

(23.08, 13.0)

Hash 2
pos | chave | valor
0 26.07 | 10.0
1 16.01 6.0
2 null null
3 11.04 | 11.0
4 21.06 | 12.0
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Inserindo (chave, valor) ==
Hash 1

pos | chave | valor
0 0.08 2.0
1 27.06 | 5.0
2 null null
3 9.01 3.0
4 6.04 4.0
5 null null
6 23.08 | 13.0
7 28.02 | 7.0
8 13.08 | 9.0
9 2404 | 8.0

(25.08, 14.0)
Hash 2
pos | chave | valor
0 26.07 | 10.0
1 16.01 6.0
2 null null
3 11.04 | 11.0
4 21.06 | 12.0
5 null null
6 null null
7 15.07 1.0
8 null null
9 null null




Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO =1
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (11.04, 11.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 2
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (23.08, 13.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 3
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (21.06, 12.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 4
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (28.02, 7.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 5
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (16.01, 6.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 6
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (25.08, 14.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 28.02 7.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO =7
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (28.02, 7.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 21.06 | 12.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 8
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (21.06, 12.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 23.08 | 13.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 9
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (23.08, 13.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 10
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (11.04, 11.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 11
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 16.01 6.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 12
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (16.01, 6.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 25.08 | 14.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 13
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (25.08, 14.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 0.08 2.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 14
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (0.08, 2.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 11.04 | 11.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 15
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (11.04, 11.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 23.08 | 13.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacdes CUCKOO = 16
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Operagdo CUCKOO (chave, valor) = (23.08, 13.0)

Hash 1 Hash 2

pos | chave | valor pos | chave | valor
0 25.08 | 14.0 0 26.07 | 10.0
1 27.06 5.0 1 16.01 6.0
2 null null 2 null null
3 9.01 3.0 3 0.08 2.0
4 6.04 4.0 4 21.06 | 12.0
5 null null 5 null null
6 11.04 | 11.0 6 null null
7 28.02 7.0 7 15.07 1.0
8 13.08 9.0 8 null null
9 24.04 8.0 9 null null

Ndmero de operacoes CUCKOO = 17
Limite atual de operagdes CUCKOO = 16.0



Complexidade computacional: Cuckoo Hashing

» Espaco: ~ 2N

> get(c): no maximo 2 verificagdes por chave - deterministico

Para hash uniforme

» Reconstrucio esperada para n?

> Probabilidade de falha de insercio O(+)

» Pior caso esperado amortizado: O(1)
» O custo de reconstrucdo é amortizado no custo de n? insercdes

insercoes



Tabela hash vs. ABB balanceada

Tabela Hash

» Mais facil para codificar
» Bom para chaves sem ordem

P> Rapido para chaves simples

ABB balanceada

» Garantia de desempenho
» Permite operacdes ordenadas

» Mais facil implementar compareTo() que hashCode ()
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