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@ Arvores




Problemas recorrentes em Analise de Algoritmos

o Contagem e medicao de estruturas recursivas
o Arvores binarias e genéricas
@ Custos médios de criar e acessar tabelas bancos de dados
@ Modelagem de algoritmos recursivos
e Triangularizacao de Poligonos
@ Modelagem de meteorologia
e Computagdo grafica
e Sequéncias de Padrdes
@ Jogos de cartas/cassino (Ruina do apostador)
@ Caminhos, Grafos
@ Ferramentas
o Fung¢bes Geradoras para contagem e médias
e Aproximagdes precisas
e Método Simbdlico



Arvores

Uma floresta com trés arvores

e N6 vermelho é uma raiz
e N6 verde é uma folha
e Nos quadrados sdo EXTERNOQOS: n3o pertencem a drvore

o Nessa figura, somente alguns nds externos aparecem
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Quantas arvores binarias tem N nés?

@ Uma arvore bindria é definida como uma raiz conectada a
duas &rvores bindrias (possivelmente vazias)

@ Uma arvore vazia é indicada por um né externo “;
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Quantas arvores tém N + 1 nds?

Gy ={1,1,2,5,14,...} ’GN:ZOSk<N GrGN—1—k + Ny
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Resolucao: recorréncia de Catalan

Vale p/ todo N Tn =0dno + Z T Tn-1-k
0<k<N
Somarem T(z)= Z Tz =1+ Z Z TeTno1—xzV
N>0 N>00<k<N
Troca ordem na soma T(z) =1+ Z Tk Z Tno1 k2"
0<k<N  N>0
Sei<0,T;=0 T(z)=1+) Ty TyzNte
k>0  N>0
T(z)=1+) > T, TyzNtrH
k>0 N>0
Distribuir T()=1+z|> Tuz" | [ D Twz"
k>0 N>0

Convolugao T(z)=1+2T(2)?



Resoluc3o do funcional T(z) = 1+ zT?(2)

Férmula quadratica

2T(2) = %(1 L V= 4z)

Usar raiz < 0 zT(z) = %(1 —V1-14z)
Reorganizar zT(z) = %(1 — (1 —42)'/?)

1 1
Usar Teorema binomial zT(z) = 5 (1 - Z (/ﬁ/) 1éN(4Z)N)

Separar N =0 zT(z)2(1lz<



Teorema binomial para inteiros

Sequéncias de coeficientes binomiais para p inteiro:

1,1
1,2,1
1,3,3,1
1,4,6,4,1

T T T T
1
B2 W N

Identidade binomial:

Exemplo:

(x+y)P =(x+y) =x"+43y +6x%y + 4xy> + y*



Teorema binomial para inteiros de Newton

Férmula de (Isaac) Newton generalizada para p € R:

W e

n>0

n!

<p> plp—1)...(p—(k-1))

Exemplo:

5



Continuag3o: Resolu¢do do funcional T(z) =1+ zT?(z)

Férmula quadrética zT(z) = 5(1 +V1—4z)
1 L
Teorema binomial zT(z) = 5 Z (N> (—4z2)
N>1
Extrair coeficiente Tn = . : (—4)N 1
AV
. o 136 -1)(G-2).. G - MV
Expansdo pela definicido = ) (N+1)l
1-3.5...2N—1)-2V
Distribuir (—2)" _ 13 5(N€+1M )
1 1-3-5...2N—1)2-4-6...2N
Usar (2/1)(4/2)(6/3) = NIl i N

1 (2N
Th=——
N N+1<N>



Verificar solucao

A sequéncia de Catalan é: {1,1,2,5,14,...}
A FGO dessa sequéncia deve satisfazer T(z) = 1 + zT(z)?

Os primeiros termos da FGO s3o
T(z)=1+4+2z+22° +52° +147* 4 ...

Para verificar, fazer:

T(z) = 14+zx(14+2z+4+222 4523 +142%)% (1424222 +523 +142)

Usando o “maxima” é possivel verificar os primeiros termos:

f(z)=l4+z+(14+z + 2%z"2 + 5%xz"3 + 14xz"4)x(14+z + 2xz
"2 + 5%xz"3+14xz"4);

ratsimp(%);

f(z) =196 z + 140 z + 81 z + 48 z + 42 z + 14
z +5z +2z+ z+1




Contagem com funcdes geradoras: arvores binarias

Cada termo z" na Funcio Geradora corresponde a um objeto de
tamanho N.
Contagem de cada 4rvore de tamanho |t| junto com o termo z!!l:

T(z) = 14+z24+224+283 42842834234+,

D+é+ﬁ+ﬁ+%+?+$+§+---



Contagem com funcoes geradoras: definicdes

@ Definir uma classe de objetos combinatoriais com uma fungao
size
@ Funcdo geradora é a soma sobre todos membros da classe
@ Exemplo:
e T = é conjunto de arvores bindrias

e |t| = é nlimero de nés internos em t € T
o Ty =nimerodet e T com [t| =N

T(z) = ZZM = Z Tnz"
teT N>0
e Decompor a partir da definicdo

T(z) = 1+ Z Z ZlulHlE I+

teT t, €T

14z Z Pl Z 2t

teT teT
1+ zT(z)2



Valores de parametros: custos

@ Medir custos ou propriedades de estruturas
e Quantas folhas em uma drvore bindria aleatéria?

@ Definir uma classe de objetos combinatoriais.
@ Modelo: todos objetos de tamanho N s3o equiprovaveis

P = conj. de todos objetos na classe
lp| = tamanho de p € P

Py = nimero de p € P com |p| =
custo(p) = custo associado com p
Pnk = ndmero de p € P com |p| = N e custo(p) = k

@ Custo esperado de um objeto de tamanho N

P
Ch _ Z j P
k>0
M

Custo acumulado /Contagem Total b
N



Custo cumulativos

@ Definir uma classe de objetos combinatoriais.
@ Modelo: todos objetos de tamanho N s3o equiprovaveis
@ Funcdo Geradoras: soma sobre todos membros da classe
P = conj. de todos objetos na classe
lp| = tamanho de p € P
Py = ndmero de p € P com |p| =
custo(p) = custo associado com p
@ Funcles geradoras:
Contagem Total Z ZlPl = Z Pynz"
peP N>0
Custo acumulado  C(z) = Z cost(p)zIPl = Z Z kP z"
pEP N>0 k>0

Custo médio [ZN] C(Z)/[ZN]P(Z)



Exemplo: nim. de bits 1 em uma string binaria aleatdria

@ B é o conj. de strings binarias e |b| é o nimero de bits em b
@ ones(b) = nimero de bits 1 em b

@ By = nimero de strings binarias de tamanho N (2V)

@ Cy = total de “uns” nas strings binarias de tamanho N

FG de contagem: B(z) = Zz|b| — Z NN _ s
beB N>0
FG acumulada:  C(z) = Z ones(b)z'b| = Z(l + 2ones(b’))z‘b,|“':l
beB b'eB

:zB( ) +22C(z)
(1_22 ZN2Z)N

N>1

Média de “uns™: [zN]B(z) = N =

[zN]C(z) N2N-1 N
2



Média e Variancia

o Média:
p=">_ kPni/Pn
P

@ Variancia

0? =Y (k= p)*Prni/Pn = K*Pric/Pn — 1
k k



Método simbdlico: operacoes

e Unido Disjunta: A+ B
e Semintica: conjunto com elementos de A ou de B
o FG: A(z) + B(z)
@ Produto Cartesiano: A x B
e Semintica: conjunto de pares ordenados de elemento de A
com um de B
o FG: A(z) x B(z)
@ Sequéncia: SEQ(A)
e Semantica: sequéncia (do vazio ao infinito) de elementos em A

o FG: 71_i‘(z)



Método simbdlico: operacoes e FGs

A+ B Z M = Z zZlol 4 Z 2 = A(z2) + B(z)

yeEA+B acA peB
AxB S =305 Aerel — <Z z|a> 320 = Az)B(2)
YEAXB acEABEB acA peB
SEQ(A) SEQA)= e+ A+ A+ AL A 4. =

14 A(2) + AR + A + ... = 1_1A(Z)




Método simbdlico: qual é o nimero de 4rvores enraizadas
com N nés?

G = classe de todas as arvores

Usar definicdo: uma arvore é um né e conectado a outras
arvores SEQ(Q) (ordem importa)
o G =ex SEQ(G)

Obter fun¢do geradora: G(z) = z x 1-6(2)

Solucdo do funcional:
o G(z) = @

Extracdo do coeficiente:

° Gv = g7 (w)



Arvore Estritamente Binaria: nés tém 0 ou 2 filhos

o T =ex SEQOQ(T)
o T(z)=zx (1+T(2)?



Arvore Undria-Binaria: nés tém 0,1,2 filhos

o T =ex 5EQ07172(T)

o T(z)=zx (1+T(2)+ T(2)?)

e Nota: quando tem apenas 1 filho, filho estd no meio (ndo
direita, nem esquerda)



Arvore Bindria com 2 tipos de nds

e Uma ABB é vazia (né externo) ou um né interno com 2
subdrvores
e Tamanho: |t|: ndmero de néds internos em t
o N6 externo

e Notagdo: Zg
e Tamanho: |Zg| =0
e FG: 1

e No¢ interno

o Notacdo Z,
e Tamanho: |Z,| =1
e FG: z

o T =Z0+TxZexT
o T(z) =1+ 2T(z)?

T



Arvore Binaria: nds externos

e Uma ABB é vazia (né externo) ou um né interno com 2
subdrvores
e Tamanho: |t|: nimero de nds externos em t
o N6 externo
e Notagdo: Zg

e Tamanho: |Zg| =1
e FG: Z (MUDOU)

e No¢ interno

o Notacdo Z,
e Tamanho: |Z,| =0
e FG: 1 (MUDOU)

o T =Z0+TxZexT
o TH(z) = z+ TH(2)?

T



Florestas

@ Uma floresta com N nés corresponde a uma drvore com N +1
ndés
o Classe F = todas as florestas
e Tamanho |f| = nimero de nés em f

@ Arvores
o Classe T = todas as arvores
e Tamanho |t|, nimero de nés em t

o Atomos
e Tipo né: classe = z, tamanho =1e FG =~z

Construgdo F = SEQ(G) G=ZxF
1

FGs F(Z) = 1—7G(Z) G(Z) = ZF(Z)

Funcional F(z) —zF(z)* =1

1 2N 4N
Coeficientes Fn =Ty = /\l+1< N> ~ N



Comprimento de caminhos em arvores binarias

@ comprimento de caminhos internos:

ipl(t) = > 4~0 k- {niim. de nés internos no nivel }k
@ comprimento de caminhos externos:

xpl(t) =>4 ~o k- {nim. de nds externos no nivel }k

notagdo definicdo
t,tr, tr arvores bindrias: completa, dir., esq.
|t] nim. de nds internos em t

nim. de nds externos em t
ipl(t) comprimento de caminho interno de t
xpl(t) comprimento de caminho externo de t

|t = lte] + [tr] + 1

ipl(t) = ipl(t,) + ipl(tg) + |t| — 1
xpl(t) = xpl(tL) + xpl(tw) + |t
h(t) = 1+ max(h(tL), h(tg))



Exemplos de algoritmos em arvores

@ Travessias: préordem, em-ordem, pdsordem

o Arvores Bindrias de Busca: dicionarios, tabela de simbolos,
array associativo e busca
e Operacdes: construcdo e recuperacao
e Custo de construcdo: proporcional ao caminho percorrido para
encontrar a posicao correta



Custo de construcdo de ABBs

@ Custo de construgcdo: proporcional ao caminho percorrido para
encontrar a posicao correta
e Piorcaso: Ty = Ty—1+N=N(N-1)/2
o Melhor Caso: Ty =2Tpn/o + N
o Custo proporcional ao comprimento dos caminhos internos
(drvore estatica)
@ Opcao 1: computar soma total dos comprimentos das arvores
construidas com todas N! permutacoes e dividir total por N!

@ Opcao 2: somar, para cada arvore, o produto do comprimento
do caminhos internos e o nimero de permuta¢des que levam a
arvore sendo construida



Arvores Binarias Aleatérias (ABA) vs. Arvores Binarias de
Busca (ABB)

@ ABA (Arvores de Cataldo) tem arvores equiprovaveis de serem
sorteadas

o Chance de uma ABA com N nés ser sorteada depende de
(W)/(N+1)
o ABB tem arvores mais balanceadas mais provaveis

o Chance de uma ABB com N nés ser sorteada depende da
chance de uma permutacdo produzir tal drvore



Comprimento de caminhos em ABA

Qi = namero de arvores com N nés e ipl = k
Ty = ndmero de ABAs

Qn = custo acumulado de ip/, o caminho interno total)

1 /2N 4N
Contagem T(z)=1+ zT(z)2 = Z ( )zN ~
NSO N+1\N

FG acumulada Q(z) = Z ,'p/(t)zltl
[2M1Q(2) _ [2M]Q(2)

o1 médi _
ipl médio VT () Tw




FG acumulada para ip/ em ABAs

FG de contagem T(z) = Z Sl
teT
Cumulativa Q(z) = Z ip/(t)z'tl
teT

Tamanho de caminhos  ip/(t) = ipl(tL) + ipl(tr) + |tL| + |tR]

> pl(e) 3 2 = Q)T (2)

teT treT
3 lufet Y 2 =TT
teT treT

Q2) =1+ Y > (ipl(te) + ipl(tr) + |te] + | tr])Z I T+

t €T treT

Q(z) =1+42z2Q(2)T(z) + 272 T'(2)T(z)




FG acumulada para ip/ em ABAs

T(z) _ 1—+1—-4z
2z
1-+v1-4 1
T'(z) = — —
2z z\/1—4z
Funcional

zQ(2)
Sé coef. mais signif.

ipl médio

Q(z) =

4N
Ty ~
Nv7N
1-2zT(z)=V1—4z

B 22°T(2)T'(2)
1—-2zT(2)

1—
V4 V4 +1

:1—42_\/1—42

Qv = [2"]Q(z) ~ 4"
Qn/Tn ~ NVTN




Altura média para ABAs

e T(z): FG de ABAs

@ T, = classe das ABA’s com altura até h

T[h] Z z

teTh
Método simbdlico: Tpr1 =0+ e X Tp x Tp
Thtt(z) = 1 4+ 2T (2)?
TIol(2) = 1424222 +523 + 1424 +422° + 13225+ - - = T(2)
Custo acumulado:

M) (T(2) - TV(2))

h>0

o Altura média: 2v/7N + O(N/4+¢)

come >0



Arvores de Busca Binaria

@ Sequéncia de insercdes de elementos de uma permutacio
definem a ABB

@ Arvores com alturas menores s3o mais provaveis



Mapeamento de permutacao a ABB usando insercoes

@ Quantas permutacgdes resultam no seguinte formato de drvore
ao inserir em uma ABB vazia? f’)

Duas: [2, 1, 3] e [2, 3, 1]
@ Quantas permutacdes mapeiam para a arvore : ?

Raiz deve ser 4. 421356 42315
) i 421536 42351
1,2,3] ficam 3 . a dir.
[5"3] cam & esq. e [5,6] a d 421563 42356
(3) modos de intercalar esq. e dir. 425136 42531
2 permutacdes possiveis a esquerda 425163 42536
1 permutacio possivel a direita 425613 42563
u 1V Irel
P faop 452136 45231
5 452163 45236
Total: -2-1=20
3 452613 45263
456213 45623

A N e N - )]



Mapeamento de permutacao a ABB usando insercoes

@ Quantas permutacdes mapeiam para uma ABB genérica t?

|tL| nds |tR| nés

e Raiz é o |t;| + 1-ésimo elemento

@ P; é o nimero de permutacdes para mapear a t

t|+ |t
P, — (l L+ R|> P, - Pr
L]




Qual ip/ médio para ABBs

@ Cpx = nimero de permutacdes resultantes em uma ABB com
N nés e ipl = k
@ N! = ndmero de permutacdes

e Cy = custo acumulado (ipl total)

@ P = conjunto de todas permutac¢des
@ |p| = comprimento da permutacgio p

e ipl(p) é o ipl da ABB construida com p inserida em &rvore
vazia

@ Py = nimero de permutagdes de tamanho N (N!)

@ Cp é o total ip/ de ABBs construidas a partir de todas as
permutacoes



Funcdo Geradora Exponencial

n
Notagdo FGE A(z) = Z a,,z—|
=
Coeficiente de uma FGE n![z"]A(z)
z ZN
1,1,1,1,1 ... ef =) i
N>0
z ZN
0,1,2,3,4, e zew = Z m
N>1
1 NizN

1,1,2,6,24, ..., N! =
1—=z !
N>0




Qual ip/ médio para ABBs?

B ~1pl P 1
FGE que conta permutacgdes Z ol Z 'm =1
peP N>0
Ipl
FGE acumulativa de ipl C(z) = Z ip/(p)z |
o o M[ZNC(z)  MZMIC(Z)
ipl médio ABB aleatdria ZPG) i = [2"]C(2)

2"1€(2)

@ Queremos obter




Qual ip/ médio para ABBs? Obter FGE acumulativa

Zlel
P(e) = Pl =g =2 Pl

peP

Decompor C(z) =

ZlpLl+lpr|+1

+ . .
33 (!pLI |PR|> oy (ipl(pe + ipl(pR) + L] + |prl)
PLEP preP Ll (Ipc] =+ lpr| +1)!

Diferenciar:
el Slerl

=2 D

pLEP preP

(ipl(pL) + ipl(pr) + |pL| + PR
Ipc]! [prl! ) (pr) Il + lprl)

=2C(2)P(z) + 2zP'(z)P(z) = 21C_(ZZ)+(1 522)3 ~ EDO do quicksort

[zN]C(z) = Cy = 2(N + 1)(Hyy1 — 1)—2N




Relacdo do Quicksort com BST

e xpl(t) = ipl(t) + 2|t|

o xpl(t) =2(N+1)(Hnyy1 — 1) — 2N + 2N

e xpl(t) tem a mesma equagdo com o custo do quicksort em
permutacdo aleatéria



Altura

e 6 o o o

média ABB

ipl médio é 2(N 4+ 1)(Hy4+1 — 1) —2N ~ 2NIn N
ipl(t) = [t[h(t)

h(t) < \/2ipl(t) +1
altura média estd entre InN e vVANInN +1=2v/NInN +1
Seja q%’] a probabilidade que uma ABB com N nés tenha
altura menor que h
o
m_ 1 h—1] [h—1
q}v] =N Z ‘7L1]‘75\/71]7k
1<k<N

o £a"(z) = (@I






