Lrj Universidade Federal de Uberlandia E
Faculdade de Computacao

Propriedades semanticas da logica proposicional

Prof. Renato Pimentel

20252

FACOM32105 Légica 2025/2 1/35

@j Sumario E

(D) Propriedades semanticas da légica proposicional
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Lrj Introducao E

o Relacionamento dos resultados das interpretacoes semanticas de
férmulas

o Teoria dos modelos — estudo das relacoes entre propriedades sintaticas
e semanticas

» Uma das principais razoes da aplicacdo da légica a Computacao
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Lrj Propriedades semanticas E

@ Uma férmula H é uma tautologia se, e somente se, para toda
interpretacdo /, I[H] = T.

@ Uma férmula H é factivel ou satisfazivel se, e somente se, existe pelo
menos uma interpretacdo /, tal que /[H] = T.

@ Uma férmula H é uma contingéncia se, e somente se, existem duas
interpretacdes | e J, tais que I[H] =T e J[H] = F.

@ Uma férmula H é insatisfazivel, contraditoéria, logicamente falsa ou
ainda, inconsistente se, e somente se, para toda interpretacido /,

I[H] = F.
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@ (Implicacao semantica ou tautolégica) H implica semanticamente
em G se, e somente se, para toda interpretacdo /, se I[[H] = T ent3o
I[G]=T.

» Notacdo: HE G

@ (Equivaléncia semantica ou tautolégica) H equivale

semanticamente a G se, e somente se, para toda interpretacao /,
I[H] = I[G].
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@j Tautologia e veracidade E

A validade (tautologia) representa mais do que a veracidade: Uma férmula
pode ser verdadeira para uma determinada interpretacao, mas nao ser
valida.
Exemplo 1: H=PV =P
o I[Hl=T < I[PV-P|=T < I[Pl=Te/oul[-P]=T < I[P]=T
e/ou I[P] = F.
o Como I[P] € {T,F}, entdo I[P] = T ou I[P] = F, e a afirmacao
I[Pl = T e/ou I[P] = F é verdadeira, e I[H] = T.

o Assim, a férmula é uma tautologia

Principio do terceiro-excluido

Dada uma proposicdo e sua negacio, pelo menos uma delas é verdadeira.
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Exemplo 2:
o H=(PV Q)
» I[[P]=T,I1[Q]=F,
» J[P]=F, J[Q]=F
o Temos que I[H] =T e J[H] = F.

o Logo, H é factivel e contingente.

Tautologia é um subconjunto das férmulas factiveis. |
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Exemplo 3:
o G=(PA-P)

o Suponha que exista [ tal que I[G] = T.
> [G]=T < I[PAN-Pl=T < I[Pl=Tel[-Pl=T < I[P]=Te
I[P] = F.

o Como I[Pl € {T,F} entdio I[Pl =T ou I[P]=F

o Logo, conclui-se que I/[G] = T é falso, e portanto /[G] = F. Portanto,
a formula é uma contradicao.
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Exemplo 4:
Q E:((Pl/\Pg/\Pjg/\Q)—)Q)
o Se /[Q] = T, entao /[(Pl A P> A P3 A Q) — Q] =T.

o Se I[Q] = F, entdo I[P1 A P A P3 A Q] = F, e assim,
l[(Pl/\PQ/\P3/\Q)—>Q]: T.

o Portanto, a férmula é uma tautologia.
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Exemplo 5:

Q D:((Pl/\PQ/\P3/\Q)—>_‘Q)

o Se I[Q] = T, entdo I[-Q] = F, e ndo ha como saber se
I[Pl/\PQ/\P3/\Q]: T ou I[P]_/\PQ/\P3/\Q]:F.

o Se l[Q] =F, entdo I[PL AP AP3ANQ]=F e I[-Q] = T. Logo,
/[(Pl/\PQ/\Pg,/\Q)—)—IQ] =T.

o Portanto, a férmula é factivel.
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Exemplo 6:
o C=(PV-P)—=(QA-Q)
o Para toda interpretacdo /, I[PV -P] = T.
o Para toda interpretacdo /, I[Q A —~Q] = F.

o Assim, teremos que I[(PV —P) — (Q A —~Q)] = F, para qualquer
interpretacao /.

o Portanto, a férmula é contraditoéria.
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@j Implicacao semantica E

Observacdo importante

A definicdo diz que, se I[H] = T, entdo I[G] =T
No entanto, isso ndao quer dizer que, para toda interpretacdo /, I[H] = I[G],
ouque I[Hl=TellG]=T

o Caso haja uma interpretacdo J, tal que J[H] = F, nada podera ser dito
a respeito de J[G]

o Enquanto — e <+ sao simbolos sintaticos para implicacao e
equivaléncia, F e < sao elementos da metalinguagem para representar
a implicacdo e equivaléncia semantica
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Exemplo 7: Tabela verdade das formulas

o E=((PANQ)V Q)

o H=(PAQ)

o G=(P— Q)
Pl Q|E|H|G
T | T|T|T|T
TIF|F|F[F
F |1 T | T\|F | T
FIF|F|F|T
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E possivel notar que:
o E implica em G;
o E na3o implica em H;
o H implica em G;
o H implica em E;
o G nao implica em E;

o G n3o implica em H.

FACOM32105 Logica 2025/2 14/35



Exemplo 8:
o H=(PAQ)
o G=P
o Neste caso, H implica em G;
o Nada se pode dizer a respeito de G implicar em H;

o Ainda, se existir uma interpretacdo J tal que J[H] = F, nada se pode
dizer sobre J[G].
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Exemplo 9: determinar as relaces entre H e G:

o H=(-PA-Q)

o G=-(PVQ)

o Sel[H]=T:
I[-PAN=Q|=T < I[-P|=Tel[-Q]=T < I[Pl=F e
RAl=F < I[PVQRI=F<I[-(PvQ)]=T

o Se I[H] = F:
I[-PAN=Q]=F < I[-P]=F e/ou l[-Q]=F < I[P]=T e/ou
R=T<I[PVvQ]|=T<I[-(PVQ)]=F

o Portanto, H e G s3o equivalentes.
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Lrj Exercicio E

Demonstrar pela definicao do significado dos conectivos que X implica
semanticamente em Y — X.
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Lrj Exercicio E

Verifique se as férmulas abaixo sdo implicacdes semanticas:
o PFE true
o ( X#A0=>X=Y)A(X#Y)E(X=0)
o PV(RANRASA(QL — R1)) E P Atrue
o (P QAN(PVQR)EQ
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L

Exercicio

[>

Descobrir quais das seguintes féormulas sao tautologias, contradicdes ou

factiveis:
o (PVQ)+ (QVP)
o °(PAQ) <+ (WP AN-Q)
o (PANQ)AQR) <+ ~((RAP)AP)
o (P> (PANQ))«< P

o (P+-Q)V(P—Q)
(PVQRQ)VR)+< (PV(QVR))

©

L
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Equivaléncias classicas |
Identificacao formula H | formula G
Dupla negativa —(—E) E
E Vv false E
Propriedades de identidade
Pri | ! E A true E
Propriedades complementares EV-E true
P P EN-E false
. —(EAR) -EV =R
Leis de De Morgan
| & ~(EVR) | —=EA-R
Contraposicao E—R -R — —E
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Lrj Equivaléncias classicas || E

Identificacao formula H formula G
. c e~ E—R -EVR
Propriedades de substituicao Eo R (ES R)A (RS E)
Propriedades comutativas EVR RVE
oprie - EAR RANE
: - EVv(RVYS) (EVR)VS
Propriedades associativas EA(RAS) (EAR)AS
, . EV(RAS) (EVR)AN(EVYS)
Propriedades distributivas EA(RVS) (EAR)V(EAS)
Prova condicional E—(R—S) (EANR)— S
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Lrj Satisfabilidade de férmulas E

o Dada uma férmula H e uma interpretacido /, entdo / satisfaz H se, e
somente se, I[[H] =T

o Um conjunto de férmulas 8 = {H1, Ho, H3, ..., H,} é satisfazivel se
existe pelo menos uma interpretacao / tal que

I[Hi,Ho, Hs, ... H) =T
» Dizemos que I[5] =T
o Obs.: Dado um conjunto de férmulas vazio, ent3do toda interpretacado /
o satisfaz
o Conjuntos de férmulas satisfativeis sdo importantes na computacao:
» Programas logicos sao conjuntos de férmulas satisfativeis.
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Exemplo 10:

OH1:P
OH2:_|P
o H3=Q

o Tal conjunto de férmulas é insatisfazivel.

20252 2335
Exemplo 11:

OH1:(P—>Q)
QHQZ(Q—>R)
o Hy=(R— P)

o Tal conjunto de férmulas é satisfazivel.
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Exemplo 12:
o HH=(P— Q)
o H=(Q = R)
o Hy=(R—YS)
o Hi=(5— P)
o Hy =—(S — Q)

o Tal conjunto de férmulas é insatisfazivel.
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@j Relacdes entre propriedades semanticas E

@ Validade e contradicao

o Dada uma férmula H, H é valida se, e somente se, —H é contraditodria.

o Demonstracao:
H é vélida < para toda interpretacdo /, I[H] = T < para toda
interpretacdo /, I[-H] = F < —H é contraditdria.
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@ Validade e satisfabilidade

o Dada uma férmula H, se H é valida, entao H é satisfazivel.

o Demonstracao:
H é vélida < para toda interpretacdo /, I[H] = T. Portanto, existe ao
menos uma interpretacdo / tal que I[H] = T.
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@ Insatisfatibilidade e contradicao

o Dada uma férmula H, H nao é satisfazivel se, e somente se, H é uma
contradicao.

o Demonstracao:

» Se H ndo é satisfazivel, entdo ndo existe / tal que I[H] = T.
» Assim, para toda interpretacdo /, I[H] = F.
» Logo, H é uma contradicao.
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@ Implicacao semantica e o conectivo —
o Dadas duas férmulas H e G, H implica semanticamente em G se, e
somente se, (H — G) é uma tautologia.

o Demonstracao:
H implica em G < para toda interpretacdo /, se I[[H] = T ent3o
I[G] = T < para toda interpretacio /, I[H - G] =T < (H — G) é
uma tautologia.
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@ Equivaléncia e o conectivo «
o Dadas duas férmulas H e G, H equivale a G se, e somente se,
(H <> G) é uma tautologia.

o Demonstracao:
H equivale a G < para toda interpretacdo /, I[H] = I[G] < para toda
interpretacdo /, I[H <» G] = T < (H <+ G) é uma tautologia.
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@ Equivaléncia e implicacao

o Dadas duas férmulas H e G, se H equivale a G entdo H implica
semanticamente em G e G implica semanticamente em H.

o Demonstracao:
H equivale a G < para toda interpretacdo /, I[H] = I[G] < para toda
interpretacdo /, se I[[H] = T entdo I[G] = T ese I[G] = T entdo
I[H] = T < H implica semanticamente em G e G implica
semanticamente em H.
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@ Transitividade da equivaléncia

o Dadas as férmulas E, H e G, se E equivale a H e H equivale a G,
entdo E equivale a G.
o Demonstracao:

» E equivale a H & (E <» H) é uma tautologia.

» H equivale a G & (H < G) é uma tautologia.

» Se (E +» H) e (H ++ G) s3o tautologias, para toda interpretacdo /,
I[E] = I[H] e I[H] = I[G].

» Logo, para toda interpretacdo /, I[E] = I[G], e (E <> G) é uma
tautologia, e E equivale a G.
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@ Satisfatibilidade dos conjuntos e factibilidade das férmulas

o Seja {H1, Ho, ..., H,} um conjunto de férmulas. Ent3o,
{Hi, Ho, ..., H,} é satisfazivel se, e somente se, (H1 A Hy A --- A Hp)
é satisfazivel.

o Demonstracao:
» {Hyi, Ha, ..., H,} é satisfazivel < existe interpretac3o / tal que
I[Hi) = I[H2] = --- = I[H,] = T & existe interpretacdo / tal que:
* I[Hl/\Hz]: T e
* I[HQ/\H3]: T e
L S
* I[Hp_1 AH)]=T.
» |sto ocorre se, e somente se, | é tal que
ITHLANHo AN+~ ANH)| =T << (HiAHa A--- A H,) é satisfazivel.
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Lrj Exercicio E

Demonstre, com o auxilio das equivaléncias classicas, que as férmulas
abaixo s3o equivalentes:

o Q= (QAP)e(=QV Q)A(=QV P).
o (-PV-Q)— - Re(R—P)AN(R— Q)
o ((P—=>QVS)A-Pe(PVS)AN{(QR— S)N-P)
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