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Lrj Introducao E

o Relacionamento entre os resultados das interpretacdes das férmulas
o Mesmos conceitos da Loégica Proposicional:

» Tautologia
» Contradicao
» Satisfazibilidade

o Métodos diferentes de verificac3o:

v

Quantificadores
» Variaveis

» Funcdes

» Predicados
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Lrj Satisfazibilidade E

o H é satisfazivel quando existe pelo menos uma interpretacdo / tal que
I[H =T
o Exemplo: Considerando / sobre N:

> Hl :p(X,y)
I : /1[,0] =<, /1[X] = b, /1[y] =9

> Hy = (VX)p(X,y)
b : hlp] =>, hly] =0

> Hz = (Yx)(3y)p(x,y)
I : B[p] =<

> Hy = (Vx)(3y)p(x,y) = p(x,y)
Iy : I4[p] =<, I4[X] = b, I4[y] =9
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Exemplo: H = ~((¥x)p(x,y)) < (3x)(~p(x, 2))
Suponha:

o Dominio: N

o I[p(x,y)] =T < x e y sdo pares

o Ily] =4, l[z] = 6.

I[H] =T < 1[=((vx)p(x, ¥))] = 1[(3x)(=p(x, 2))]
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H = =((vx)p(x, y)) < (3x)(=p(x, 2))

I=((vx)p(x, y)] =T
N(Vx)p(x,y)] = F <

o dJdeN|<x<+d>I[p(x,y)]=F
o Jd € N|d e/ou 4 sdo niimeros impares

o dd € N|d é um nGmero impar.
Logo, I[=((Vx)p(x,y))] = T.
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H = =((vx)p(x, y)) < (3x)(=p(x, 2))
NE)(=p(x,2))l =T <

o dd eN| < x<+d>I[-p(x,z)]=T
o dJdeN|<x<«+d>I[p(x,z)]=F
o Jd € N|d e/ou 6 sdo niimeros impares

o Jd € N|d é um ndmero impar.
Logo, /[(Ix)(—p(x,2))] =T.

Concluindo, I[H] = T. Ou seja, H é satisfazivel, pois encontrou-se uma
interpretacao que a interpreta como verdadeira.
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Lrj Validade ou tautologia E

H é valida ou uma tautologia se, e somente se, para toda interpretacao
[, I[H=T.
Logo, H n3o é valida se existe uma interpretacdo J, tal que J[H] = F.

FACOM32105 Légica 2025/2 8/28



Exemplo: H = =((Vx)p(x,y)) < (3x)(=p(x, 2))
H é valida?
o JA((vx)p(x;¥))] = T & J[(Vx)p(x,y)] = F <

» dd e U| < x < d > J[p(x,y)] =F
» 3d € Ulp(d,y) = F

o JI(Bx)(=p(x,2))] =T
» dde U|<x<d>J[-p(x,2)]=T
» dd e U| < x<+d > J[p(x,z)]=F
» dd € U|p(d,z) = F.
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H = =((vx)p(x, y)) < (3x)(=p(x, 2))
o dd € U|p(d,y) = F deve ser falsa e
o Jd € U|p(d, z) = F deve ser verdadeira

o Suponha uma interpretacdo J sobre U = {A, B, C, D}

o J é definido de acordo com a figura:

QOEENGS

o ©

onde p(r,s) = T se, e somente se, hd uma seta de r para s.
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H = =((Vx)p(x,y)) < (3x)(=p(x, 2))
o Além disso, suponha que

> Jy] =B,
» J[z] = A
» Jd € U|p(d,y) = F equivale a

* dd € U|p(d,B) = F
* Tal afirmacdo é falsa
dd € Ulp(d, z) = F equivale a
*x 3d € U|p(d,A) =F
* Tal afirmacao é verdadeira

o Logo, JI[H|=F

o Assim, H n3o é uma tautologia (valida) — encontrou-se uma
interpretacdo J para a qual a férmula é falsa.

v
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Lrj lgualdade e interpretacao E

Sejam H e G duas férmulas da légica de predicados e | uma interpretacao.
Entao:

o I[H] = I[G] se, e somente se, {/[[H]=T < I[G] =T}
o I[H] = I[G] se, e somente se, {/[H] = F < I[G] = F}
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Exemplo: G = ~((¥x)p(x)) < (3x)(~p(x))

o G é uma tautologia se para toda interpretacio J, J[G] = T;
o J[G] =T & J[=((vx)p(x))] = JI(3x)(=p(x))];

o J[=((vx)p(x))] = J[(Bx)(—p(x))] se
J[A((vx)p(X))] = T = J[(F)(=p(x))] = T.
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G = —((vx)p(x)) ¢+ (3x)(=p(x))
o JIH((mx)p(x))] =T «
> J[(¥x)p(x)] = F &
» dde U| <x<+d>Jp(x)]=F
o JIEX)(=p())] =T «
» ddeU|<x<d>J[-p(x)]=T
» dd e Ul <x<d>J[p(x)]=F

o Assim:

J=((V)p(x)] =T <
dde Ul <x+d>Jp(x)]=F <
(@) (=p(x))] =T
o Logo, J[=((Vx)p(x))] = J[(3x)(—p(x))], e portanto

G € uma tautologia — bi-implicacido onde ambos o lado esquerdo e
direito tém sempre a mesma interpretacao.
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Lrj Exercicio E

Determine se

H = (3y)(Vx)a(x, y) = (vx)(Fy)a(x, y)
é ou nao uma tautologia.
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H = (Jy)(¥x)q(x,y) — (vx)(Ty)a(x, y)
Resolucao:

I[H] = F < I[(3y)(Vx)a(x,y) = (vx)(3y)q(x,y)] = F &
NEy)(V)alx, y)l = T e I[(vx)(Fy)alx, y)] = F

o N[(EV)(¥x)q(x,¥)] =T &
» Ad e Ul <y« d>I[(Vx)q(x,y)|=T
» 3de U, Vec U <x+e><y+d>Ilqx,y)=T
» dd € U, Ve € U|qi(e,d) =T

o [(vx)(Fy)alx,y)]=F <

» dre Ul < x+ r>1[(3y)g(x,y)] = F
» drelU,VselU|<y+s><x<+r>Ilqgx,y)]=F
» dJre U, Vs e U|q)(r,s) =F
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H = (3y)(vx)q(x,y) = (¥x)(3y)a(x, )

dd € U,Ve € Ulq(e,d) =T
dr e U,Vs € Ul|q(r,s)=F

o Afirmacoes contraditorias.

o Demonstracdo: Exemplo no universo dos conjuntos:

(D)

OO

onde q(r,s) = T se, e somente se, hd uma seta de r para s.
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As duas afirmacdes podem ser interpretadas por meio do diagrama anterior
como segue, respectivamente:
o Existe d € U (no caso, o elemento B) tal que para todo elemento de
U — incluindo B — existe uma flecha o ligando a B. Esta afirmacao,
portanto, estd satisfeita pelo diagrama.
o Existe pelo menos um elemento r de U que nao estd ligado a nenhum
outro — inclusive n3o se conecta a B do item anterior, o que gera a
contradicdo. Note que esta n3o é satisfeita pelo exemplo do diagrama.

Por fim, como conclusdo, H é uma tautologia, pois na tentativa de
mostrar-se que existe / tal que /[H] = F, gerou-se uma contradicdo (mesmo
raciocinio visto no método da negacdo, estudado na légica proposicional).
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Outro exemplo:
E = (vx)(3y)alx,y) = (Fy)(¥x)q(x,y)
Resolucao:
o M[(vx)(3y)a(x,¥)] =T &
» Vde Ul <x+d>I[3y)gx,y)]=T

»VdeU,Jec Ul<y<+e><x<+d>lq(x,y)]=T
» Vde U,Jec Ulq(d,e) =T

o I[(3y)(Vx)a(x,y)] = F &

» Vre Ul <y<«r>I[(¥x)q(x,y)] = F
» VrelU,IsclU|<x+s><y<+r>lqx,y)]=F
» Vre U,3se Ulq(s,r)=F
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E = (vx)(Jy)alx,y) = (Fy)(vx)q(x, y)
Considere uma interpretacdo [ sobre U = {A. B, C, D}:

OO

onde p(r,s) = T se, e somente se, hd uma seta de r para s.

As situacoes descritas sao satisfeitas pelo diagrama apresentado.
Conclui-se portanto que I[E] = F.

Ou seja, E n3o é uma tautologia, pois encontrou-se / onde E é falsa.
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Lrj Implicacao semantica E

Exemplo: H = (Vx)p(x) F G = p(a)
o HE G VI, se l[H] =T entdo I[G] = T.

o Suponha uma interpretacdo / sobre U, tal que I[H] = T.

IH =T < I[(Vx)p(x)] =T &
Vde U, <x+—d>Ip(x)]|=T <
Vde U,p(d)=T

E
pla)=T <
llp(a)] =T = I[G] =T
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Lrj Insatisfazibilidade E
Considere:
H = (Vx)(3y)E(x,y)
Hs = (Vx)E(x, f(x))

onde E é uma férmula que contém as variaveis (livres) x e y, e f é uma
funcao qualquer.

Proposicao: Se H é insatisfazivel, entdo Hs (chamada de skolemizacdo de
H) é insatisfazivel.

FACOM32105 Légica 2025/2 22/28



H = (vx)(3y)E(x, y)
Hs = (Vx)E(x, f(x))

o H é insatisfazivel <

o N[(Vx)BFy)E(x,y)] = F

o dde Ul <x+d>I[3Fy)E(x,y)]=F <

o dde UVbe U|<y+ b><x+d>I[E(x,y)]=F
o dd € U,Vb e U|E/(d,b) = F.
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H = (Vx)(3y)E(x, y)
Hs = (Vx)E(x, f(x))

Logo, existe d € U tal que, para qualquer b, temos E;(d, b) = F.
Se f é uma funcdo tal que fi(d) = b:

o I[Hj=F &
o dd € U,Vb e U|E/(d,b) = F &
o dd € U|E/(d,fi(d)) =F &
o dd e U] < x <+ d > I[E(x,f(x))]=F &
I[(Vx)E(x, f(x))] = F &
o I[Hs]=F
Como [ é uma interpretacdo qualquer, concluimos que, para toda

interpretacdo /, I[Hs] = F.
Logo, se H é insatisfazivel, Hs é insatisfazivel, cqd.

©
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Lrj Interpretacao e variaveis que nao ocorrem IivresE

Seja H uma férmula, na qual uma varidvel x n3o ocorre livre.
Dada uma interpretacao / sobre U, entao

Vd € U,< x <~ d > I[H] = I[H]

o Exemplo: (Vx)p(x)
o Vd € U, < x « d > I[(Vx)p(x)] = I[(Vx)p(x)]

oVde U, < x+d>I[(Vx)p(x)] =T &

oVde UVce U, <x+c><x+d>Ip(x)]=T<«
oVece U, <x+c>I[p(x)]=T &

o I(v)p(x)] = T
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Lrj Exercicios | E

@ Demonstre que H e G s3do equivalentes:
@ H = _l(Ely)Hl, G = (\V/y)_'Hl
@ H = (vx)(¥x)p(x), G = (¥x)p(x)
@ Mostre que as férmulas a seguir sao tautologias:
@ H=(vx)p(x) — p(a)
@ H=p(a) = (3x)p(x)
@ Verifique se as férmulas a seguir sao tautologias ou nao:
@ H=(vx)p(x) = (3x)p(x)
@ H=(vx)(3y)p(x,y) = Fy)p(y,y)
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Lrj Exercicios Il E

@ Considere uma féormula H onde x n3o ocorre livre, e uma féormula G
qualquer:

@ Mostre que as féormulas E; e E, sdo equivalentes, considerando:
E1 = (VX)(H V G)
E, = (HV (Vx)G)

@ Mostre que as férmulas a seguir sdo equivalentes:
H = (3x)(p(x) = r(x))
G = (Vx)p(x) = (Ix)r(x)
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Lrj Referéncias E

@ PAIVA, J. G. S. Légica para Computacdo. Introducao — notas de aula.
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O material desta secao foi gentilmente cedido por J. Gustavo S. Paiva,
FACOM/UFU

LaTeXagem e adaptacGes: Renato Pimentel, FACOM /UFU
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