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Apresentacao
Objetivos e Ementa
Objetivo

e Dominar os conceitos 16gicos fundamentais de deducéo e validade, correcéo
e completude do Célculo Proposicional e de Predicados de Primeira Ordem.

Ementa do curso
e Logica proposicional

— Linguagem — Sintaxe

— Semantica

— As propriedades seménticas

— Métodos para determinacdo da validade das férmulas

— Sistemas de dedugao da logica proposicional.
o Lobgica de predicados de primeira ordem

— A linguagem
— Sintaxe
— Semaéntica

— As propriedades seménticas

Bibliografia
Bibliografia basica

e SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computagio. 2% ed. Rio de Janeiro:
Elsevier, 2008.

« SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computacéo e Areas Afins. 32 ed.
Rio de Janeiro: Elsevier, 2015.

Contetudo previsto

1. Introducao a logica
2. Lobgica proposicional: sintaxe.

3. Légica proposicional: semantica — interpretacao, tabela verdade e conecti-
vos, necessidade e suficiéncia; exercicios.

4. Logica proposicional: propriedades seméanticas.



9.
10.

Légica proposicional: métodos de determinagao das propriedades semanti-
cas; exercicios.

Loégica proposicional: conjunto de conectivos e formas normais.
Loégica proposicional: sistemas de dedugao e resolucao; exercicios.
Loégica de predicados: sintaxe; exercicios.

Légica de predicados: semantica.

Loégica de predicados: propriedades semanticas.

Avaliagao: aproveitamento e frequéncia

3 provas tedricas:

— 05/12/2025 (P1) — 30 pontos
— 10/02/2026 (P2) — 30 pontos
~ 13/03/2026 (P3) - 40 pontos

Nota final (aproveitamento):

NF=Pl+ P2+ P3

TDEs — trabalhos discentes efetivos: complementagoes de carga horéria, a
serem feitas ao longo do curso, na forma de listas de exercicios.

Avaliagao substitutiva

Alunos que néo atingiram a nota 60 (somente) terdo direito a uma prova
substitutiva (SUB).

Data: 20/03/2026
O contetdo da prova serd o visto ao longo de todo o semestre.

A prova substitutiva vale 100 pontos, eliminando a soma das 3 provas, caso
maior que a mesma, até o limite de 60 pontos.

A NF neste caso sera dada por

NF — 60, se SUB > 60
| max (P1+ P2+ P3,SUB), caso contrério,

ou seja, o aluno que ficou de SUB terd nota mdxima 60, caso atinja na
mesma a pontuacio necessaria para ser aprovado.



Frequéncia
e O aluno que tiver frequéncia inferior a 75% é reprovado por faltas.

e A assiduidade serd computada através da chamada em sala durante as
aulas, em um horéario aleatério apdés 10 minutos do inicio de cada encontro
didrio. O professor podera adotar, a seu critério, caso haja demasiada
desisténcia de continuidade em sala, uma segunda chamada ao final do
segundo horério de aula.

e Falta em dia de prova: o aluno somente terd direito a fazer prova em nova
data caso apresente justificativa prevista pelas Normas de Graduagao.

« E responsabilidade do aluno controlar sua frequéncia, de modo a evitar
reprovagao por falta.

¢ O professor ndo corrigira atividades de alunos que ja tenham sido reprovados
por falta. Inclusive, os mesmos nao terdo direito a SUB (Normas da
Graduacao).
Logistica
Aulas
o Tercas-feiras: 20:50 até 22:30 — Sala 1B102
o Sextas-feiras: 19:00 até 20:40 — Sala 1B102

Atividades extraclasse
« Listas de exercicios (fixagdo) — complementacio de carga horéria.

o Teams: Equipe FACOM32105 — 2025/2, cédigo de inscrigdo 6grf7v7.

Atendimento e outras informacgoes
e Professor: Renato Pimentel
— Pégina: http://www.facom.ufu.br/~rpimentel
— E-mail: rpimentel @ ufu . br
— Sala 1B139

o Atendimento (agendar previamente através de e-mail):

— Quartas-feiras, 14:00 até 15:40, sala 1B139
— Quintas-feiras, 19:00 até 20:40, sala 1B139

o Material da disciplina:

— http://www.facom.ufu.br/~rpimentel > Ensino > 2025/2 > FA-
COM32105 — Logica para Computagao


http://www.facom.ufu.br/~rpimentel
mailto:rpimentel@ufu.br
http://www.facom.ufu.br/~rpimentel

1 Introducao a légica

1.1 Conceitos basicos

Légica
Em légica, estudam-se os argumentos.

Estudamos regras para verificagdo da verdade ou falsidade de um raciocinio.

Conceitos basicos

e Raciocinio: ato caracteristico da inteligéncia humana.
— Conhecimento indireto, intermediado por diversos outros conhecimen-

tos prévios.

Encadear premissas e extrair uma conclusdo.

e Premissa: afirmagdo ou negacdo a respeito de determinado acontecimento,
relagdo ou propriedade;

— Também denominada proposicao.

o Conclusdo: afirmacao ou negagdo alcangada pelo encadeamento de premis-
sas intermediarias.

Premissas e conclusoes
Ordem do encadeamento leva a conclusoes.

e premissas maiores — todo;

e premissas menores — caso particular.

Exemplo
o Todo metal é dilatado pelo calor. (Premissa maior)
e Ora, a prata ¢ um metal. (Premissa menor)

e Logo, a prata € dilatada pelo calor. (Conclusio)

Outro exemplo
o Todo brasileiro é sul-americano. (Premissa maior)
e Ora, todo paulista é brasileiro. (Premissa menor)

o Logo, todo paulista é sul-americano. (Conclusdo)



Légica
Declaragoes podem vir ou nao acompanhadas de uma prova ou demonstragao.

o Logica se apoia na apresentacdo dessa prova.
Légica
« Estudo sobre a natureza do raciocinio e do conhecimento.

o Usada ex. para formalizare justificar os elementos do raciocinio empregados
nas demonstragoes / provas de teoremas.

Verdadeiro / falso
Classicamente, logica se baseia num mundo bivalente ou bindrio

e Conhecimento representado por sentengas que somente podem assumir
dois valores: verdadeiro ou falso.

Demonstracao
Meio de descobrir uma verdade pré-existente desse mundo (mas nao conhecida),

a partir de verdades ja conhecidas.

e Em outras palavras, trata das conclusdoes a que chegamos através da
apresentacao de evidéncias que a sustentam.

Regras da légica especificam o significado de sentencas mateméticas.
Exemplos:
1. Existe um nimero inteiro que nao é a soma de dois quadrados.

2. Para cada inteiro positivo n, a soma dos inteiros positivos menores ou
iguaisan én(n+1)/2.

A légica representa a base de todo o raciocinio mateméatico e raciocinio
automatizado.
Aplicagoes da légica

o Desenvolvimento de maquinas de computagdo (circuitos 16gicos);

e Programacao de computadores e linguagens de programacao;

o Representacao de conhecimento (inteligéncia artificial);

o Verificacdo e corregdo de sistemas.



Estudo da légica

1. Especificacdo de uma linguagem:

e Sintaxe, seméantica.
2. Métodos de producao e verificagao de férmulas.
3. Definicao de sistemas de dedugao formal:

e Prova, consequéncia logica;

e Derivacao de conhecimento.

Referéncias
1. MARTINS, L. G. A. Apostila de légica proposicional, FACOM, UFU.
2. PAIVA, J. G. S. Légica para Computagdo. Introdugdo — notas de aula.

3. SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computacio, Editora Campus, 2a.
edicao, 2008.

4. SOUZA, J. N. Légica Matemadtica. Video-aulas em https://www.yout
ube.com/playlist?list=PLfOuuzmlGgEDENnqzQLJEKrqwDgjEB
OuQl

O material desta secdo foi gentilmente cedido por J. Gustavo S. Paiva,
FACOM/UFU
LaTeXagem e adaptagdes: Renato Pimentel, FACOM/UFU


https://www.youtube.com/playlist?list=PLf0uuzm1GgEDEnqzQLJEKrqwDgjEB0uQ1
https://www.youtube.com/playlist?list=PLf0uuzm1GgEDEnqzQLJEKrqwDgjEB0uQ1
https://www.youtube.com/playlist?list=PLf0uuzm1GgEDEnqzQLJEKrqwDgjEB0uQ1

Parte I
Logica proposicional

Légica proposicional
Forma mais simples da logica:
o Fatos do mundo real representados por sentencas sem argumento — propo-
Si¢oes;
e Proposicdo — Sentenca de qualquer natureza que pode ser qualificada como
verdadeira ou falsa.

Exemplos
e 14+1=2
e 0>1

Frases
Se nao é possivel definir a interpretacao (verdadeiro ou falso) da sentenca,
ela ndo é uma proposicao.

Exemplos:
o Frases Interrogativas
— Qual o seu nome?
o Frases Imperativas:
— Preste atencéao!
o Paradoxos Légicos ou ambiguidades:

— Esta frase é falsa.
— Toda regra tem uma excegao.

— Eu vi Carlos com um relégio.
Tempo e significado
Légica proposicional: énfase no significado das sentengas.

e Tempo: irrelevante

Ex. Sao equivalentes:

e Jodo tomou café

e O café foi tomado por Joao
e Jodo toma café

e Jodo tomara café



Exercicio 1
Verifique, justificando, se as expressoes abaixo sdo proposigoes:

o Brasilia é a capital do Brasil

o Uberlandia fica em Goids

e 14+1=2
e 24+2=3
e x4+1=2
e T+Y=2

o Leia isto cuidadosamente

Exercicio 2
Verifique, justificando, se as expressoes abaixo sdo proposigoes:

« Boa sorte!

e Todas as mulheres possuem sua beleza
e Maércio nao é irmao do Mario

o Nao faga isso!

e Cecilia é escritora.

e Quantos japoneses moram no Brasil?

2 Sintaxe

2.1 Loégica e linguagem
Linguagem
Representacao do conhecimento.
¢ Duas partes:

— Sintaze — simbolos e notagoes

— Semantica — significado, entendimento
¢ Definicao semelhante a realizada em outras linguagens:

— Alfabeto

— Palavras

10



Alfabeto
Conjuntos de simbolos visuais, que produzem o que a linguagem quer dizer.

Alfabeto da légica proposicional:
e Simbolos de pontuacao: (, );
e Simbolos de verdade: true, false;
— Algumas referéncias: T (verum) e L (falsum)
e Simbolos proposicionais: P, Q, R, S, Pi, Q1, Ry, S1, P2, Qo, ...;

o Conectivos proposicionais: —, A, V, =, <.

Conectivos
e —: “nao” ou negagdio
e A: “e” ou conjungdo
e V: “ou” ou disjungdo
e —: “se entdo” ou “implica”

Y«

e > “se, e somente se”, “sse” ou ainda, bi-implicacdo.

2.2 Foérmulas da légica proposicional
Férmulas
o Representam as palavras/frases da légica proposicional
— Concatenagao de simbolos do alfabeto
¢ Gramatica
— Nem todas as combinagoes sao validas
e Principio: obtencdo de férmulas complexas a partir de féormulas simples

— E possivel obter um conjunto infinito de férmulas

Regras
1. Todo simbolo de verdade é uma férmula;
2. Todo simbolo proposicional é uma férmula;
3. Se H é uma férmula, entdo (—H) é uma férmula;
4. Se H e G sdo férmulas, entdo (H V G) é uma férmula (disjuncdo de H e

G);

11



5. Se H e G sao férmulas, entdo (H A G) é uma férmula (conjungdo de H e
G);

6. Se H e G sdo féormulas, entdo (H — G) — implicagio de H em G — é uma
féormula (H é o antecedente, e G consequente);

7. Se H e G sdo férmulas, entdao (H +» G) — bi-implica¢io de H em G — é
uma férmula (H é o lado esquerdo, e G o lado direito).

Férmulas mal formadas
As concatenagoes dos simbolos que seguem nao constituem férmulas:

« PR
e (Rtrue <)

e (true —<«> (Rtrue —))
Note que nao é possivel obté-las a partir das regras apresentadas.

Simplificagdo da notagao

o Parénteses ou simbolos sao omitidos nas formulas quando nao hé problemas
sobre sua interpretacao.

e Também é possivel usar miltiplas linhas para melhor leitura.
Por exemplo:

(((PV R) — true) < (QAS))

pode ser reescrita como

ou ainda
((PV R) — true) <> (Q A S)

12



Exercicios

1. Dados os simbolos proposicionais P e @), mostre que (P A Q) V ((-P) —
(—Q))) é uma férmula proposicional.

2. Verifique se as formulas a seguir sdo validas:
) (P = Q) < (Q@— P);
) (PV-PQ) = (QA-Q);
¢) ~((PA==Q) = ~R);
) (P = Q) < (-— —P);
) (QAR)V-(-QV P)V(PA-R)) = (RV-P).

Ordem de precedéncia
Ordem de aplicacdo dos simbolos conectivos. Similar ao que ocorre na
matematica.

o Exemplo:

24+4x5—(2+(4x5))

¢ Em alguns casos, ndo ha ordem de precedéncia:
4x6/3— ((4%x6)/3)ou (4x(6/3))

Precedéncia na légica proposicional

1. =
2. =, &
3. V, A

Em alguns casos, nao ha precedéncia nos simbolos, e multiplas interpretacoes
sao possiveis.
Pode-se usar miultiplas linhas para facilitar a compreensao nesse caso.

Exercicios

e Elimine o maior niimero possivel de parénteses da férmula, sem alterar seu
significado original

(=X V(=X VY))VZ))

13



o Identifique quais formulas pertencem a légica proposicional. Justifique sua
resposta, apresentando as regras de construcao utilizadas ou apontando
uma concatenagao invalida.

(Para as férmulas validas, remova os simbolos de pontuagdo sem afetar sua
interpretacéo)
- (PAQ) = ((Q < P)V (=(=R)))
- VQ — R
- (PVR) = (Q < (("T) A R))
— (PQV True)
— (=(=P)) & (- ((=(=(PVQ))) = R)) A P))
- (P = (QVR) < (PANQ) & (-mRV=P))

Comprimento de uma férmula
o Notagdo: comp [H]
o Definicdo:

— Se H é um simbolo proposicional ou de verdade, entdo comp [H] =1
— Se H e G sdo férmulas da Logica Proposicional, entéo:

comp[—H] = comp[H] + 1

comp[H V G| = comp[H] + comp[G] + 1

comp[H A G| = comp[H] + comp[G] + 1

comp[H — G] = comp[H] + comp[G] + 1

comp[H <+ G] = comp[H] + comp|[G] + 1

EE R S

e Os simbolos de pontuagao nao sao considerados.

Linguagem objeto e meta-linguagem
o Linguagem-objeto: expressa a informacao em sua forma original.
Ex.: Bia is a student

o Metalinguagem: expressa uma informacao contida na linguagem-objeto, a
ideia do que esta escrito

FEz.: “Bia is a student” é uma sentenca da lingua inglesa.

¢ O mesmo ocorre na Légica Proposicional:

((PV Q — true) é uma férmula da 16gica proposicional.

14



2.3 Variaveis

o Facilitam expressdao de leis (generalizacio):

(z—y)(z+y) =" -y

¢ Simbolos proposicionais podem ser representados por varidveis do tipo P,
com possiveis sub-indices

Ez.: P pode representar qualquer um dos simbolos: P, @Q, R, S, P;, Q1, R1, S1, Ps, ...

As variaveis A, B, C, D, E, H e G com possiveis subindices representam
formulas.

o A varidvel Hy pode representar, por exemplo, a férmula (P — Q)

Letras como P, A, B, C, D, E, H ¢ G sao elementos da metalinguagem que
representam simbolos proposicionais e férmulas em geral da 16gica proposicional.

Assim, (P; — P) nao é uma férmula da 16gica proposicional:

o Essa expressio é a representagiao de férmulas do tipo (P — @), (R — 9),
ete.

o (HV G) também ndo representa uma férmula, mas a representacdo de
férmulas tais como

(P=Q)V(RAS))
— H é substituida por (P — Q);
— G é substituida por (R A S).

« Expressoes do tipo (P, — P,) e (H V G) sio denominadas esquemas de
formulas.

e Os esquemas de formulas se transformam em férmulas quando as metava-
ridaveis sdo substituidas por simbolos e formulas da légica.

Subférmulas
Definigao:

e H é subférmula de H;
e Se H = (—=G), entao G é subférmula de H;

e Se H é uma férmula do tipo (GV E), (GAE), (G — E) ou (G + E),
entdo G e F sdo subférmulas de H;

e Se G é subférmula de H, entao toda subférmula de G é subférmula de H.

15



Exercicio
Determine as subférmulas das seguintes formulas proposicionais:

e ((—PV Q) (P = Q))Atrue

* P=((Q—=R)—=((P—=Q)—(P—R))
« (P> -P)&-P)VQ

o 2(P — Q)

Referéncias

1. PAIVA, J. G. S. Légica para Computagao. Introdugdo — notas de aula.

2. SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computacio, Editora Campus, 2a.
edicao, 2008.

3. SOUZA, J. N. Légica Matemdtica. Video-aulas em https://www.yout
ube.com/playlist?list=PLfOuuzmlGgEDENqzQLJEKrqwDgjEB
OuQ1l

4. MARTINS, L. G. A, Apostila de Légica Proposicional, FACOM, UFU.

O material desta secao foi gentilmente cedido por J. Gustavo S. Paiva,
FACOM/UFU LaTeXagem e adaptagoes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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3 Semantica
Significados
o Semdantica: associagdo de um significado a cada objeto da logica

e Mesma férmula = diferentes significados

o Exemplo:

P—Q

— P: “Esta chovendo”;

— Q: “A rua estd molhada”.

e As férmulas podem ser verdadeiras ou falsas

— Dependéncia de varios fatores

Programacao
¢ Mundo légico

— Mundo sintatico — simbolos do alfabeto
* Formulas — concatenagoes de simbolos

— Mundo seméantico — significado dos simbolos e férmulas

e Importancia na computagao — computador é uma maquina estritamente
sintatica.

— E necessério fornecer um significado aos simbolos por ela manipulada
e Programacdo — traducao de um conhecimento semantico para um programa
sintatico
3.1 Interpretacao

Associacao de um valor verdade para cada férmula da Loégica Proposicional
e Dominio: conjunto das férmulas da légica proposicional
o Contradominio: conjunto {T, F'} (funcdo bindria)
e Valores:

— Dado simbolo proposicional P, entao I[P] € {T, F'}
— Iftrue] =T, I[false] = F

o Logica bivalente — simplificacdo do mundo real.

17



Interpretagao de férmulas

e Formulas: concatenacao de simbolos.

A interpretacdo das formulas consiste na interpretagao de seus simbolos

e Conjunto de regras: de acordo com simbolos proposicionais, de verdade e
conectivos légicos na férmula.

Regras de interpretacao
Dadas uma férmula E e uma interpretacao I:

1. Se E ¢ do tipo P (um simbolo proposicional), entdo
I[E] = I[P), e I[P] € {T, F};

2. Se E é true, entdo I[E] = I[true] = T;
3. Se E ¢é false, entdo I[E] = I[false] = F;
4. Se H é uma férmula e E é do tipo - H:

o I[E]=1I[-H|=Tsel[H]=F;
I[-H]=F se I[H] =T,
5. Se H e G sao férmulas e FE é do tipo (H V G):

. I[E]
. I[E]

IHVG)|=TselIH =Te/oullG]=T.
IIHVG)|=FseI[H|=F elI[G]=F.

6. Se H e G sao féormulas e E é do tipo (H A G):

. I[E]
. I[E]

I HANG)=TselI[H|=T elI[G] =T.
IIHANG)|=F seI[H|=F e/ou I|G] = F.

7. Se H e G sao féormulas e E é do tipo (H — G):

~
1S
I

IH - G)=TselI[H|=FefoullG]=T.
IIH—-G)=FsellH =T ¢elI[G]=F.

—
&
I

8. Se H e G sdo féormulas e E é do tipo (H <> G):

e I[E]=I[H + G] =T se I[H] = I[G];
e I[E] = I[H + G] = F se I[H] # I|G).
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Exercicio
Interprete a letra sentencial C' como “Estd chovendo”, e N como “Esta
nevando” e expresse a forma de cada sentenga na notagao do célculo proposicional:

o Estd chovendo.

e Nao estd chovendo.

e Estd chovendo ou nevando.

e Estd chovendo e nevando.

o Estd chovendo mas nao estd nevando.

e Nao é o caso que estd chovendo e nevando.
e Se nao estd chovendo, entao estd nevando.

e Nao é o caso que se estda chovendo entdo estd nevando.

o Estd chovendo se e somente se nao estd nevando.
e Nao é o caso que estd chovendo ou nevando.

e Se estd nevando e chovendo, entdo estd nevando.
¢ Ou esta chovendo, ou estd nevando e chovendo.

¢ Ou esta chovendo e nevando, ou estd nevando mas néo estd chovendo.

Exercicio
Dadas as proposigoes

e P: Gosto de viajar
e (: Visitei o Chile,
represente as seguintes proposigoes verbalmente:
e P& Q
e Q) » P
e (PAN-Q)— —P
e Q=P
e (P —Q)
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Exercicio
Descreva as sentengas abaixo em termos de proposi¢oes simples e operadores
l6gicos

¢ Se elefantes podem subir em arvores, entdo 3 é niimero par
o 7 > (0 se e somente se nao é verdade que ™ > 1
e Se as laranjas sdo amarelas, entdo os morangos sao vermelhos

« E falso que se Montreal é a capital do Canad4, entdo a préxima copa sera
realizada no Brasil

e Se é falso que Montreal é a capital do Canadé, entdo a préxima copa sera

realizada no Brasil

Exemplo
Sejam P e Q duas proposi¢oes. Demonstrar com a ajuda da definicdao de
interpretacao dos conectivos que: (P — @) equivale a (Q V —P).

e Para I[P - Q] =T: I[P]=Fe/oullQ=T

— SeI[P]=F = I[-P]=T = I[QV-P] =T,
—SeI[Q =T = I[QV~-P]=T.

e Para I[P - Q]=F: I[P|=TellQ]=F
—SellPl=TellQ=F=1I-P|=FelQ=F=1IQV-P]=F
Exercicio

Sejam P e @) duas proposi¢does. Demonstrar com a ajuda da defini¢do de
interpretacao dos conectivos que:

e« PANQ & ~(=PV-Q)
e PoQe (P—-Q)N(Q—P)
s (PeQ)e (PA-Q)V(QAN-P)

3.2 Os conectivos
o Nao se faz interpretacao dos conectivos logicos isoladamente
— Tais simbolos nao fazem parte do dominio da fungao I

e No entanto, analisa-se as possibilidades de significados considerando a
utilizacao desses conectivos

o Tais possibilidades sao representadas em uma tabela-verdade associada aos
conectivos proposicionais
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Tabela-verdade dos conectivos

H|G|HNG | HVG | H—-G | H+~G|-H
T\|T T T T T F
T | F F T F F F
F\|T F T T F T
F | F F F T T T

Interpretacao de férmulas

o Existem também tabelas-verdade associadas as féormulas da légica

o Nesse caso, elas sdo obtidas das tabelas verdade dos conectivos proposicio-

nais
Exemplo
H=((-P)V Q) — (QAP)

P|Q|-P|(-P)VQ | QAP | H
T|T | F T T T
T|F | F F F T
F|T| T T F F
F|F | T T F F

Exercicio

Defina os resultados abaixo de acordo com as interpretacoes:
¢ E=((=P)V(-Q) > R
H = (false — P)
—I[P)=T,IQ)=F,IR|=T
e E=((-P)NQ)— (RV P)
— Todas as interpretacoes
Exercicio
Construa as tabelas verdade para as seguintes formulas
+ (P> Q)¢ (-Q—~P)
e (PAQAR)V—(-QVP)V(PA-R))—= (RV-P)
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O conectivo —
¢ Expressa uma negac¢do que nem sempre ocorre nas linguas naturais. Ex.:
— Jodo é rico
— Negagdo: Jodo nao é rico

o Nem sempre existe uma correspondéncia entre a negagao nas linguagens
naturais e na logica. Exs.:

— Carlos ¢ feliz

— Ana é namorada de Fabio

O conectivo V
e« Nem sempre é equivalente ao ou das linguas naturais:

— Termos podem néo ser relacionados
— Nao existe exclusividade

* 3 possibilidades possiveis, e nao 2 como nas linguas naturais

o Exemplos:

— Hoje é quinta-feira ou o carro é azul
— Vou ao cinema ou ao teatro
— Esté chovendo ou fazendo sol

— Carla esta gravida de menino ou menina

O conectivo A
o Pode ser representado, em linguas naturais como

— e, mas, todavia
— Nuances perdem o significado quando a sentenca é traduzida para a
logica
o Comutatividade: nem sempre garantida nas linguas naturais (sem relagoes
temporais ou causais). Exs.:

— Tiago pulou na piscina e se molhou

— Laura estudou para a prova e tirou uma boa nota
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O conectivo —
o Implicagdo condicional
— Hipodtese resultando em uma conclusao
— Obrigacao, contrato
o Exemplos
— “Se eu for eleito, diminuirei os impostos”

— “Se vocé tirar nota 10 no exame final, terd conceito A”

— “Se x é um nimero real maior que 10, entdo 22 é um nimero real
maior que 100”

Analise
“Se eu passar na prova, vou viajar.”

Podemos formalizé-la como A — B.
Considerando todas as combinagoes entre verdadeiro e falso para as letras
sentenciais A e B:

1. A é verdadeiro e B também o é. (linha 1 da tabela-verdade)

Situacdo: Passei na prova e viajei. Logo, a afirmagao é verdadeira.

2. A é verdadeiro e B ¢é falso. (linha 2 da tabela-verdade)

Situacdo: Passei na prova e nao viajei. Logo, a afirmagao é falsa, pois eu
havia afirmado que, se passasse na prova, viajaria.

3. A é falso e B é verdadeiro. (linha 3 da tabela-verdade)

Situagcdo: Nao passei na prova e viajei. Logo, a afirmagdo é verdadeira,
pois eu nédo afirmei que, se ndo passasse na prova, ndo iria viajar

4. A é falso e B também o é. (linha 4 da tabela-verdade)

Situagdo: Nao passei na prova e nao viajei. Logo, a afirmacao é verdadeira
Outras interpretagoes:
e “Maria vai conseguir um bom emprego quando aprender Matematica.”

e “Para conseguir um bom emprego, é suficiente que Maria aprenda Mate-
mética.”

e “Maria vai conseguir um bom emprego, a menos que niao aprenda Mateméa-
tica.”

Todas representam a seguinte frase:

Se Maria aprender Matemaética, entdo conseguirda um bom emprego
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e P: Maria aprende Matematica

e (): Maria consegue um bom emprego

P—-qQ

—: causalidade
¢ O conectivo — ndo expressa a semantica da causalidade

o Em outras palavras, nao é necessaria a relagao de causa e efeito para que
IH—-G|=T

— H nao é causa de G
« Isso ocorre porque

— Se I|G] =T, I[H — G] =T, independente do valor de I[H].
— Se I[H| = F, I|[H — G] =T, independente do valor de I[G].

o Exemplo:

— Se hoje é sexta-feira, entdo 2+ 3 =5

— Se hoje é sexta-feira, entdo 2+ 3 =6

» Na&o expressamos essas condicionais na lingua portuguesa (néo existe relagéo
entre hip6tese e conclusao).

¢ No raciocinio légico, a implicagdo condicional tem um aspecto mais geral.
e A l6gica ndo tem como base nenhuma linguagem natural, porque é uma
linguagem artificial.
— e proposigdes correlatas
Dada a proposicao P — Q:
e A proposicao Q — P é chamada oposta.
e A proposicao =@ — =P é chamada contrapositiva.
e A proposicao =P — —Q é chamada inversa.
Exercicio

Verifique se a oposta, contrapositiva e inversa possuem os mesmos valores de
tabela verdade de P — @

e A contrapositiva tem os mesmos valores de tabela verdade da proposicao
original

— Quando isso ocorre, chamamos as proposi¢oes de equivalentes.

e A oposta e a inversa sdo equivalentes
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O conectivo &
e Chamado de bicondicional
¢ Representa a igualdade na interpretagdo das duas férmulas envolvidas:

— “Vocé pode tomar o avido se e somente se vocé comprou uma passa-

”

gem
— “Se vocé pode tomar o avido, comprou passagem”

— “Se comprou passagem, vocé pode tomar o avido”
o Nem sempre estao explicitas nas linguagens naturais.

o Raramente utilizadas: frequentemente expressas usando construgdes como
“se, entao” ou “somente se” — restante fica implicito.

“Se terminar o almogo, entdao vocé pode comer a sobremesa”

3.3 Necessidade e suficiéncia

Necessidade
Pré-requisito para que um fato ocorra.

e P — @: @ indica o que é necessdrio para que P ocorra (Se @ é F, entao
P também deve ser F);

o Sua veracidade (Q = T) ndo é suficiente para garantir que o fato também
seja verdade (P =T)).
Suficiéncia
Conjunto de todos os pré-requisitos necessarios para que um fato ocorra.
e Veracidade desse conjunto garante a veracidade do fato;
e P — (): P indica o que ¢ suficiente para que @) ocorra.
Considerando duas proposigoes I’ e G:

o G é condigdo necessdria para F' quando G é uma circunstiancia em cuja
auséncia F' ndo pode ocorrer;

o F é condi¢do suficiente para G se F' é uma circunstancia em cuja presenca
G deve ocorrer.

e Se F entao G:

— Ser G é uma condigdo necessaria para ser F;

— Ser F' é uma condigao suficiente para ser G.
e Se todo F for G e todo G for F

— ser G é uma condicao necessaria e suficiente para ser F.
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Exemplos

o “Todo mineiro é brasileiro.”

o “Estar na capital do Brasil é condi¢ao necessaria e suficiente para estar em
Brasilia.”

e “Se Carlos deixar o governo, o pedido de CPI sera arquivado.”

3.4 Exercicios

Exercicio
Determine a oposta, contrapositiva e inversa da seguinte condicional:
“O time da casa ganha sempre que esta chovendo”

e original: “Se estd chovendo, entdo o time da casa ganha”

e oposta: “Se o time da casa ganha, entao estd chovendo”

e contrapositiva: “Se o time da casa ndo ganha, entdo nao esta chovendo”

e dnversa: “Se ndo esta chovendo, o time da casa ndo ganha”
Exercicio

Trés estudantes declararam o seguinte:

o Paulo: “Eu nao fiz o teste, mas, se Rogério o fez, Sérgio também fez.”

e Rogério: “Eu fiz o teste, mas um de meus colegas nao fez.”

o Sérgio: “Se Rogério fez o teste, eu também o fiz.”

Formalize estas trés declaracoes na linguagem légica proposicional utilizando
o vocabulario abaixo:

e P: Paulo fez o teste.

e R: Rogério fez o teste.

e S: Sérgio fez o teste.

Monte a tabela-verdade das proposigoes e utilize-a para responder as seguintes
questoes:

¢ Se todos estao dizendo a verdade, quem fez o teste?
¢ Se todos estao mentindo, quem fez o teste?

e Se todos fizeram o teste, quem esta dizendo a verdade e quem estd men-
tindo?
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Exercicio
Escreva cada uma das proposigoes a seguir na forma de P — Q

e E necessario lavar o carro do chefe para ser promovido
o Ventos do sul implicam em degelo primaveril

e« Uma condicdo suficiente para a garantia ser valida é que vocé tenha
comprado o computador em menos de um ano

e Leo é pego sempre que trapaceia

Exercicio
Determine a oposta, a contrapositiva e a inversa de cada uma das proposicoes
condicionais:

e Se nevar esta noite, entao ficarei em casa
e FEu vou a praia sempre que faz um dia ensolarado de verao

¢ Quando me deito tarde, é necessario que eu durma até o meio-dia

Exercicio
Sejam as proposicoes P: “Estd chovendo”, @Q: “O sol esta brilhando” e R:
“Ha nuvens no céu”. Traduza as seguintes sentencas abaixo em notagao logica:

e “choverd se o sol brilhar ou se o céu estiver com nuvens.”

e “se estd chovendo, entao ha nuvens no céu.”

e “0 sol brilha quando e apenas quando o céu fica com nuvens.”
Traduza as seguintes proposicdes para o portugués:

. (P A Q) — R

e 2P+ (QVR)

e °(PVQ)AR

Exercicio
Construa a tabela verdade para cada uma das férmulas dos exercicios anteri-
ores.
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4.1

Propriedades semanticas da légica proposicio-
nal

Introducao

Relacionamento dos resultados das interpretacoes semanticas de férmulas

Teoria dos modelos — estudo das relagoes entre propriedades sintaticas e
semanticas

— Uma das principais razoes da aplicacao da légica a Computacao

Propriedades seméanticas

. Uma férmula H é uma tautologia se, e somente se, para toda interpretagao

I, I[H] ="T.

. Uma férmula H é factivel ou satisfazivel se, e somente se, existe pelo menos

uma interpretacéo I, tal que I[H] =T.

. Uma férmula H é uma contingéncia se, e somente se, existem duas inter-

pretagoes I e J, tais que I[H] =T e J|H| = F.

. Uma férmula H é insatisfazivel, contraditoria, logicamente falsa ou ainda,

inconsistente se, e somente se, para toda interpretagdo I, I[H| = F.

. (Implicagio semdntica ou tautoldgica) H implica semanticamente em G se,

e somente se, para toda interpretacdo I, se I[H] =T entéo I[G] =T.

e Notacao: HF G

. (Equivaléncia semdntica ou tautoldgica) H equivale semanticamente a G

se, e somente se, para toda interpretacao I, I[H| = I[G].

Tautologia e veracidade
A validade (tautologia) representa mais do que a veracidade: Uma férmula
pode ser verdadeira para uma determinada interpretacao, mas nao ser valida.

Ezemplo 1: H =PV —-P

I[H =T  I[PV-P| =T < I[P] = T e/ou I[[-P| =T < I[P] = T
efou I[P]=F.

Como I[P] € {T, F}, entdo I[P] =T ou I[P] = F, e a afirmacdo I[P] =T
e/ou I[P] = F é verdadeira, e I[H] =T.
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e Assim, a férmula é uma tautologia

Principio do terceiro-excluido
Dada uma proposicio e sua negac¢do, pelo menos uma delas é verdadeira.

Ezemplo 2:
« H=(PVQ)
— I[P} =T, I[Q] = F,
- JIPl=F JQ|=F
o Temos que I[H| =T e J[H|=F.

e Logo, H é factivel e contingente.

Tautologia é um subconjunto das férmulas factiveis.

Ezemplo 3:
o« G=(PA-P)
o Suponha que exista I tal que I[G] =T.

—I[G)=T & I[PAN-Pl=T < I[P]=Tel[-Pl=T < I[P]=Te
I[P|=F.

o Como I[P] € {T,F}, entdo I[P] =T ouI[P]=F

o Logo, conclui-se que I[G] =T ¢€ falso, e portanto I[G] = F. Portanto, a
formula € uma contradicao.

Ezxzemplo 4:
. E:((Pl/\PQ/\Pg,/\Q)—)Q)
o SelIlQ)=T,entdo I([PAAP;APsAQ)— Q] =T.

o SellQ]=F,entdo I[PLAPAPsAQ] = F, eassim, I[([PLAPAPsAQ) —
Q=T.

o Portanto, a férmula é uma tautologia.
Ezxzemplo 5:
. D:((Pl/\Pg/\P3/\Q)—>_‘Q)

o SelI[Q] =T, entdo I[-Q] = F, e ndo ha como saber se I[Py AP, AP3AQ| =
TOuI[Pl/\PQ/\Pg/\Q]:F.

e SeIlQ] = F,entdo I[PL AP, ANPsAQ| =F e I[-Q] =T. Logo, I[(P1 A
PQ/\P3/\Q)4>_‘Q]:T
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¢ Portanto, a férmula é factivel.

Ezemplo 6:

. C=(PV-P) > (@QA-Q)

o Para toda interpretagio I, I[PV —-P] =T.
o Para toda interpretagio I, I[Q A =Q] = F.

o Assim, teremos que I[(PV —P) = (Q A =Q)] = F, para qualquer interpre-
tagao 1.

o Portanto, a férmula é contraditéria.

Implicacao seméantica

Observagao importante
A definicao diz que, se I[H] =T, entdo I[G] =T

No entanto, isso ndo quer dizer que, para toda interpretagao I, I[H] = I[G],
ouque I[[H =T elIG) =T

o Caso haja uma interpretagio J, tal que J[H] = F, nada poderd ser dito a
respeito de J[G]

¢ Enquanto — e <> sdo simbolos sintdticos para implicagao e equivaléncia,
F e & sao elementos da metalinguagem para representar a implicagao e
equivaléncia semantica

Ezxemplo 7. Tabela verdade das féormulas
c E=((PAQ)VQ)

« H=(PAQ)

c G=(P=Q)

Sl eat ln a1 e
NSO
Bl Rl
Eat Beat ResT s T e
NN =RQ

E possivel notar que:
e F implica em G;
e F nao implica em H;

e H implica em G
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e H implica em F;
e (G nao implica em E;

¢ G ndo implica em H.

Ezemplo &:
o« H= (P AQ)
e G=P

e Neste caso, H implica em G,
o Nada se pode dizer a respeito de G implicar em H;

o Ainda, se existir uma interpretacdo J tal que J[H] = F, nada se pode
dizer sobre J[G].

Ezxemplo 9: determinar as relagbes entre H e G:
e« H=(-PA-Q)
e G=-(PVQ)

. Se I[H] =T:

I[-PA-Q =T & I[-Pl=T e I[-Q] =T < I[P =F e I[Q] = F <
IPVQ =F & I-~(PVQ)]=T

e SeI[H|=F:

IFPA-Q] = F & I[-P] = F efou I[-Q] = F & I[P] = T e/ou
Q=T = IPVQ=T<I-(PVQ)]=F

o Portanto, H e G sao equivalentes.

Exercicio
Demonstrar pela definigao do significado dos conectivos que X implica se-
manticamente em Y — X.

Exercicio
Verifique se as formulas abaixo sdo implicacoes semanticas:

« PEtrue

¢« (XA03 X =Y)A (X £Y)E (X =0)
e« PV(QARASA(Q) — Ry))E P Atrue
« PoQAPVQEQ
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Exercicio

Descobrir quais das seguintes formulas sdo tautologias, contradi¢bes ou
factiveis:

« (PVQ) & (QVP)

* (PAQ) & ("PA-Q)
(PAQ)AQ) & ~((QAP)AP)
(P—=(PAQ)) < P
(
(

P -Q)VvV(P—Q)
(PVQ)VR) < (PV(QVR))

Equivaléncias classicas

Identificacdo formula H | férmula G
Dupla negativa ﬁ(ﬁE) L
_ . _ EV false E
Propriedades de identidade A trae Io
) EV-FE true
Propriedades complementares EAoE falso

~(EAR) | ~EV-R

Leis de De Morgan ~(EVR) -EAN-R

Contraposigao EF—R -R— —F
Identificagdo formula H formula G
Propriedades de substituicao g : g = ;%)E/\v(}; o)
Propriedades comutativas g X f{ g X g

EV(RVS) (EVR)VS
EAN(RAS) (EAR)AS
EV(RAS) (EVR)AN(EVS)
EN( )
E —(

Propriedades associativas

Propriedades distributivas

RV S (EANR)V(ENS)
R—S) (EAR)— S

Prova condicional

Satisfabilidade de féormulas

e Dada uma férmula H e uma interpretacao I, entdao I satisfaz H se, e
somente se, I[H] =T

o Um conjunto de férmulas § = {Hy, Ha, Hs, ..., H,} € satisfazivel se existe
pelo menos uma interpretagdo I tal que I[Hy, Hy, Hs,...,H,] =T
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— Dizemos que I[3] =T

e Obs.: Dado um conjunto de formulas vazio, entao toda interpretagao I o
satisfaz

o Conjuntos de formulas satisfativeis sao importantes na computagdo:

— Programas légicos sdo conjuntos de férmulas satisfativeis.

Ezxzemplo 10
e« HH =P
e Hy=-P
s H3=Q

e Tal conjunto de férmulas é insatisfazivel.
FEzxzemplo 11:

s Hi=(P—Q)

e Hy=(Q —R)

e« Hy=(R— P)

e Tal conjunto de férmulas é satisfazivel.

Ezemplo 12:
o H1 = (P — Q)
. H2 = Q — R)

(
(
o Hy=(R—19)
o« Hy=(S—P)
o Hy==(5—0Q)

e Tal conjunto de férmulas é insatisfazivel.

4.3 Relagoes entre as propriedades seméanticas

1. Validade e contradicao
e Dada uma férmula H, H é valida se, e somente se, - H é contraditoria.

e Demonstragao:

H é véalida < para toda interpretacdo I, I[H] = T < para toda interpre-
tagdo I, I[-H] = F & —H é contraditéria.
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. Validade e satisfabilidade

Dada uma féormula H, se H é valida, entdao H é satisfazivel.

Demonstragao:
H é vélida < para toda interpretagdo I, I[H] = T. Portanto, existe ao
menos uma interpretacdo I tal que I[H| =1T.

. Insatisfatibilidade e contradicdo

Dada uma férmula H, H nédo é satisfazivel se, e somente se, H é uma
contradicao.

Demonstragao:

— Se H néo ¢ satisfazivel, entdo ndo existe I tal que I[H] =T.
— Assim, para toda interpretacgao I, I[H] = F.

— Logo, H é uma contradicao.
. Implicacao semdantica e o conectivo —

Dadas duas férmulas H e G, H implica semanticamente em G se, e somente
se, (H — G) é uma tautologia.
Demonstragao:

H implica em G < para toda interpretacdo I, se I[H] =T entdo I[G] =
T < para toda interpretagdo I, I[H — G] = T < (H — G) é uma
tautologia.

. Equivaléncia e o conectivo <>

Dadas duas férmulas H e G, H equivale a G se, e somente se, (H < G) é
uma tautologia.

Demonstragao:

H equivale a G < para toda interpretacio I, I[H] = I[G] < para toda
interpretagéo I, I[H <+ G] =T < (H < G) é uma tautologia.

. Equivaléncia e implicacdo

Dadas duas formulas H e G, se H equivale a G entdo H implica semanti-
camente em G e G implica semanticamente em H.
Demonstragao:

H equivale a G < para toda interpretacao I, I[H] = I[G] < para toda
interpretacao I, se I[H] =T entdo I[G] =T e se I|G] =T entdo I[H| =
T < H implica semanticamente em G e G implica semanticamente em H.
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7. Transitividade da equivaléncia

e Dadas as férmulas E, H e G, se E equivale a H e H equivale a G, entao
FE equivale a G.

e Demonstragao:

— FE equivale a H & (E <> H) é uma tautologia.
— H equivale a G < (H + G) é uma tautologia.
— Se (E <> H) e (H + @) sao tautologias, para toda interpretagao I,
I[E)=1I[H] e I[H] = I|G].
— Logo, para toda interpretacao I, I[E] = I[G], e (E + G) é uma
tautologia, e F equivale a G.
8. Satisfatibilidade dos conjuntos e factibilidade das formulas

e Seja{Hi, Ha, ..., H,} um conjunto de férmulas. Entao, {H;, Ha, ..., Hy,}
é satisfazivel se, e somente se, (Hy A Ha A -+ A Hy,) é satisfazivel.

e Demonstragao:

— {Hy, Hy, ..., H,} é satisfazivel < existe interpretacao I tal que
I[H | =1I[Hy] =---=I[H,] =T & existe interpretacao I tal que:
« I[HyNHo] =T e
* I[HQ/\H;),] =Te
s« I[Hy ot ANH,) =T.

— Isto ocorre se, e somente se, I é tal que I[Hy AHoA---ANH,]| =T <
(Hy ANHy A--- A Hy) é satisfazivel.

Exercicio
Demonstre, com o auxilio das equivaléncias classicas, que as férmulas abaixo
sdo equivalentes:

* Q= (QAP)e (-QVQ)A(-QVP).
e« ("PV-Q)—-Re(R—P)AN(R—=Q)
e ((P=Q)VS)A-Pe (PVS)A((Q— S)A—P)

Referéncias

1. MARTINS, L. G. A. Apostila de légica proposicional, FACOM, UFU.

2. SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computacio, Editora Campus, 2a.
edicao, 2008.

O material desta secao foi gentilmente cedido por J. Gustavo S. Paiva,
FACOM/UFU
LaTeXagem e adaptagoes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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5

Métodos de determinacao das propriedades
semanticas

Introdugao

¢ Anadlise dos mecanismos que verificam as propriedades semanticas das

5.1

formulas da légica proposicional.
Trés métodos:

— Tabela verdade;
— Arvore seméantica;

— Negagao ao absurdo.

Utilizacdo do método depende da férmula.

Método da tabela-verdade

Forca bruta: todas as possibilidades de valores verdade sao consideradas.

Para uma férmula H, constituida dos simbolos Py, Ps, Ps, ..., P, , sdo
consideradas:

— n simbolos = 2" possibilidades = 2"*! linhas = ndo indicado para
formulas com muitos simbolos.

Ezemplo 1: H=-(PAQ) + (-PV Q).

o H & uma tautologia (Lei de De Morgan)

PlQ|-P| Q| (PAQ) | ~(PAQ) | (-P)V(=Q) | H
T|T| F F T F F T
T |F| F T F T T T
F|T| T F F T T T
FlF| T T F T T T
Ezemplo 2: H=—=(PV Q) + (-P A —=Q).
Pl1Q|-P| Q| (PVQ) | ~(PVQ) | PN (Q) | H
T|T| F | F T F F T
T|F| F | T T F F T
F|T| T | F T F F T
F|F| T | T F T T T

— Define uma regra para distribui¢do do conectivo — em uma conjuncao

— Transformagao do conectivo A em V.
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No método da tabela-verdade:

1. Uma férmula é uma tautologia se a tltima coluna de sua tabela-verdade
contém somente valores T';

2. Uma férmula é uma contradicdo se a ultima coluna de sua tabela-verdade
contém somente valores F';

3. Uma férmula é factivel se a dltima coluna de sua tabela-verdade contém
pelo menos um valor T7

4. Duas féormulas sdo equivalentes semanticamente quando, para cada linha
da tabela-verdade, suas colunas apresentam o mesmo valor;

5. Uma férmula G implica semanticamente na férmula H se, para toda linha
cujo valor da coluna de G é verdadeiro, o valor da coluna de H também é
verdadeiro.

Exemplo 3 Pl_>((PQ/\PJ)_>((P4/\P5)_>((P6/\P7)_>P8)))

Vidvel?

Que quantidade de linhas que a tabela tera?

Exercicio
Determine se as formulas a seguir sdo tautologias:

s (P=QA(-QV—P)
¢« (P=>R)< (PANQ)V(QAR)
e ~(-PV-Q) = (PAQ)

5.2 Meétodo da Arvore seméantica

Determinagao da validade de uma féormula a partir de uma arvore

Arvore
Estrutura de dados dada por um conjunto de vértices (nés), interligados por
arestas

7/2\5
2/ \6 \9
5/ \11 4/



Ezemplo: H=(P — Q) + (—-Q — —P)
1
1P =1/ \IlPl=F
2 3
« N62: I[P] =T
(P = Q) < ((=Q) = (=P))

(P = Q) < ((=Q) = (=P))
T FT

e De forma anéloga, para o n6 3: I[P] = F

(P = Q) < ((-Q) = (=P))
FT T T TF

I[P] = T/ \IP]
11Q) = T/ \I[Q] FT

e N64: I[Q| =T
(P =Q) < ((-Q) = (=P))
TTTT FTT FT

« N6 5 I[Q]=F

(P =Q) < ((-Q) = (= P))
TFFT TFF FT
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1
I[P] = T/ \I[P] =F
2 3
11Q] :T/ \I[QJ =FT
4 5
T T

Todas as folhas (nés sem filhos) possuem o simbolo T" associado.
Logo, H é uma tautologia

No método da arvore seméntica:
1. Uma férmula é uma tautologia se s6 tém valores T em seus nés folhas;
2. Uma férmula é uma contradi¢do se s6 tém valores F' em seus nés folhas;
3. Uma férmula é factivel se pelo menos um né folha com valor T

4. Duas formulas G e H sdo equivalentes semanticamente, se a arvore seméan-
tica correspondente & formula G <+ H for uma tautologia;

5. Uma férmula G implica semanticamente na férmula H, se a arvore semén-
tica correspondente a féormula G — H for uma tautologia.

Exercicio
Determine se as formulas a seguir sdo tautologias:

« (PVQ)A(-QV~P)
e (P R)— (-PVR)V(-RVP)
e X>10-X2=Y < X?2#£#YAX <10

5.3 Meétodo do absurdo ou negacao

o Considera-se inicialmente a negacao daquilo que se quer demonstrar.

— Ezemplo: Para uma féormula H a qual se quer demonstrar que é uma
tautologia, considera-se que ela nao é uma tautologia.

e A partir de um conjunto de dedugbes, conclui-se um fato contraditério ou
absurdo;

e A consideragao feita é portanto falsa, logo a afirmagdo/demonstracao é
verdadeira.
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Ezemplo: H=((P = Q)N (Q = R)) = (P —> R)

H é uma tautologia?

o Suponha que H ndo seja uma tautologia. Entdo, existe I tal que I[H] = F.

H=(P—=>QNQ—R)—(P—=R)
F

o Como I[H] = F, teremos:
I(P>QAN(Q@—R]=TelIlP—-R=F

¢ Ou seja,

H=(P—-Q) AN(Q—R)) — (P—R)
T F F

e Com isso, teremos:

H=(P—-Q) AN(Q— R)) = (P—R)
T T T F TF F

o Concluindo que I[P] =T e I[R] = F:

H=(P—-Q) AN(Q—R)) = (P—R)
TT T T F F TFF

o Neste momento, é possivel concluir que I[Q] =T e I[Q] = F, ao mesmo
tempo,

(P—=Q)e(Q—R),
TT T F

e chegando em um absurdo:

H= (P =Q)N(Q—=R) = (P—=R)
TT TT FT F F TFF
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Utilizada para demonstracao da contradigao.
Util na aplicacdo em férmulas com conectivo —, V, negacao de A.
— Apenas uma situagdo possivel para a negacao.

Utilizada em diversas aplicagoes na matematica e computacao.

Auséncia do absurdo: situacgoes nas quais, supondo a negacdo da afirmacao,

nao se chega a um absurdo.

— Foi encontrada uma situagao na qual a férmula pode ser falsa/verdadeira.

— Conclui-se que a consideracao feita é plausivel, portanto a propriedade
seméantica sendo testada nao se aplica a formula em questao.

Ezemplo: H= (P — Q) + (=P — —=Q)

Duas possibilidades: T <> F' e F' < T

— Possibilidade 1: ndo se encontra um absurdo.

— Possibilidade 2: ndo se encontra um absurdo.

Assim, a férmula ndo é uma tautologia, pois existem pelo menos duas
interpretacoes I e J, tais que I[H] = F e J[H| = F.

Ezemplo: H=(PAQ) + (-PVQ)

Duas possibilidades: T <> F e F < T

— Possibilidade 1: absurdo é encontrado.

— Possibilidade 2: ndo se encontra um absurdo.

Assim, H também néo é tautologia.

No método da negagao:

1.

Uma férmula é uma tautologia se a suposicio 31 | I[H] = F! gerar um
absurdo;

Uma férmula é uma contradigio se a suposigdo 3I | I[H] = T gerar um
absurdo;

Uma férmula é contingente quando ela nao for tautologia, nem contradicao.
Neste caso, basta apresentar duas interpretacdes para H, I e J, onde
I[H|=T e JH]=F;

Duas féormulas G e H sao equivalentes semanticamente, se for possivel
provar que a férmula G <+ H é uma tautologia;

Uma férmula G implica semanticamente na férmula H, se for possivel
provar que a férmula G — H é uma tautologia.

INotagdo: 3: existe; |: tal que.
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Exercicio
Demonstre, utilizando os trés métodos de validagao estudados, que as férmulas
a seguir sao tautologias:

e (H-GAN(G—H))— (H—H)
e« (HAN(GVE))« (HANG)V(HANE))
e o(H = G)+ (HA(-G))

« (GFRVQ)A(-QV P)) = (R— P)

Referéncias

1. MARTINS, L. G. A. Apostila de logica proposicional, FACOM, UFU.

2. SOUZA, J. N. Légica para Ciéncia da Computacio, Editora Campus, 2a.
edicao, 2008.

O material desta secdo foi gentilmente cedido por J. Gustavo S. Paiva,

FACOM/UFU
LaTeXagem e adaptagdes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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6 Relacoes semanticas entre os conectivos

6.1 Introducao

e Objetivo: estudar as relagoes de significado entre os conectivos da légica
proposicional

— Alteragbes nos conectivos usados em uma féormula podem gerar outras
formulas com o mesmo significado

e Conjuntos completos de conectivos
o Diversas aplicacoes

— Simplificacao do alfabeto da logica proposicional

— Reducgdo do conjunto de conectivos

o Simplificagdo de circuitos eletronicos

Exemplo: circuitos légicos

F=ABC+ABC+ABC+ABC —raea —

[eR--=3

—

Complexidade:
4x3 + 1x4 =16

y tzjﬁ J

Soma de mintermos . Circuito com (l6gicade) 2 niveis
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F= KB + :\EC + BE Lo nivel 20 nivel

v,

.
%

Complexidade:
2x2+2X3=10

\J

Soma de produtos

(simplificada) ’ Circuito com (l6gicade ) 2 niveis

6.2 Conjunto de conectivos completos

Seja ¥ um conjunto de conectivos:

e U é completo se dada uma férmula H do tipo =P, (P A Q) , (PV Q) ,
(P—Q), (P« Q),épossivel determinar uma outra férmula G equivalente
a H que contém apenas os conectivos de ¥ e os simbolos P e (Q em H.

o Tudo que é expresso semanticamente pelos conectivos logicos serd também
expresso pelos conectivos do conjunto completo (regras de trocas).

Conjunto completo {—,V}
o Equivaléncia entre — e {—,V}:

o Foi visto que H = (P — Q) + (=P V Q) é uma tautologia.

P—->Q | PVvQ

STt RS
SIS
1| M| | |
=S85 =

el lea ] las
el lea]las

o Equivaléncia entre — e {—,V}:

— Assim, (P — Q) e (=P V Q) séo equivalentes.
— (P — Q) pode ser expressa por (—P V @), mantendo o significado.

— O que é expresso semanticamente pelo conectivo — pode ser expresso
usando os conectivos = e V.
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o Equivaléncia entre A e {—,V}:
 Foi visto que H = (P A Q) + =(—P V =Q) é uma tautologia.

-Q | PANQ | =(=PV Q)

SIS
S| = =0
SIETEIEES
=) =[ =S
S| | |
S| | |
SIS

o Equivaléncia entre A e {—,V}:

— Assim, (P A Q) e ~(=P V =Q) sdo equivalentes.
— (P A Q) pode ser expressa por —(—=P V =Q), mantendo o significado.

— O que é expresso semanticamente pelo conectivo A pode ser expresso
usando os conectivos — e V.

o Equivaléncia entre <» e {—,V}:
e (P+ Q) equivale a (P — Q) A (Q — P)).

- (P=Q)AN(Q— P)) equivale a (P V Q) A (-QV P))
— ((=PVQ)A(—QV P)) equivale a =(=(=PV Q) V ~(-Q V P))

e Como a equivaléncia entre férmulas é transitiva:
P Q& ~(~(=PVQ)V~(-QV P))
Regra de substituicao
e Sejam Eg , Ey, G e H férmulas da logica proposicional, tais que:

— (G e H sao subférmulas de Eg e Eg, respectivamente;

— Epy é obtida de Eg substituindo todas as ocorréncias da formula G
em Fg por H.

e Se G equivale a H, entao Eg equivale a Ep.

FExzemplo:

e Dada uma férmula F, obter uma féormula G equivalente a E, contendo
apenas os conectivos {—, V}

e E=(P+-Q)V(R—Y9)
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Ezemplo: E=(P+ Q)V(R—S5)
e P (@ equivale a ~(=(=PV Q) V(-QV P))

e Assim, obtemos Fi:
Ey ==(=(=PVQ)V—=(=QVP))V(R—5)

e (R— S) equivale a (wRV S);

e Assim, obtemos G:
G=-(=(-PVQ)V-(=QVP))V (=RVS), equivalente a E.

6.3 O conectivo nand

Considerando o conectivo nand, definido por:

(Pnand Q) = (~(P A Q))
o O conjunto {nand} é completo.
o Para verificar tal fato, utiliza-se as equivaléncias

— =P equivale a (Pnand P)
— (P V Q) equivale a ((Pnand P)nand(Q nand Q)).

e Como o conjunto {—, V} é completo, e as equivaléncias entre esses conectivos
e o conectivo nand existem, entdo o conjunto {nand} é completo.

Exemplo

Dada uma férmula H, obter uma férmula G, equivalente a H, contendo
apenas o conectivo nand e os simbolos proposicionais de H.

H=PA(R—S)

e PA(R— S) equivale a PA (—-RV S)

e PA(-RVS) equivale a P A ——=(—RV S)

e PA—-=(=RVS) equivale a P A (R AS)

e PA—(RAS) equivale a P A (Rnand —.5)

e P A (Rnand —S) equivale a P A (Rnand(Snand S))

e P A (Rnand(SnandS)) equivale a =—(P A (Rnand(S nand S)))

o (P A (Rnand(SnandS))) equivale a =(P nand(Rnand(S nand S)))

o —(Pnand(Rnand(Snand S))) equivale a (P nand(R nand(S nand S))) nand(P nand (R nand(S nand S)))
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Redefinicao do alfabeto

¢ O alfabeto da logica proposicional pode ser redefinido, considerando apenas
os conectivos — e V.

o Importante: a linguagem da légica proposicional ndo é modificada.
¢ Como true equivale a —false, apenas o simbolo false é considerado.
Alfabeto modificado da légica proposicional:

e Simbolos de pontuacao: (; ).

e Simbolos de verdade: false.

e Simbolos proposicionais: P; Q; R; S; Pi; Q1; Ry; S1; Pe; Qo . ...
o Conectivos proposicionais: —; V.

Este alfabeto pode ser redefinido de outras formas.

Exercicios
Verifique se as afirmagbes a seguir sdo verdadeiras, justificando:

o (—P) pode ser expressa equivalentemente utilizando apenas o conectivo V
e P

— ndo € possivel

e (PV Q) pode ser expressa equivalentemente usando apenas o conectivo —,
Pe@

— € possivel: (P — Q) — Q
e Demonstre a validade das equivaléncias a seguir:

— =P & (Pnand P)
- (PV Q)< (Pnand —Q)

6.4 Formas normais

Férmulas da légica proposicional podem ser expressas utilizando férmulas
com estruturas predefinidas. Tais estruturas sdo denominadas formas normais.

1. Forma normal disjuntiva (fnd): disjunc¢do de conjuncao de literais.

2. Forma normal conjuntiva (fnc): conjungdo de disjuncao de literais.

Literal
Simbolo proposicional ou sua negacao.
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FExemplos:

e Forma normal disjuntiva
H=(=PAQ)V(-RA-QAP)V(PAS)
e Forma normal conjuntiva

G=(-PVQ)A(~RV-QVP)A(PVS)

Obtencao da fnc e da fnd
Ezemplo: H=(P —- Q)AR

1. Obtencao da tabela-verdade:

P|Q|R|P—->Q|(P—>QAR
T|T|T T T
T|T | F T F
T|F | T F F
T|F | F F F
F|T|T T T
F|T|F T F
F | F|T T T
F | F|F T F

2. Extragao das linhas que interpretam H como T (fnd):

PIQIR[P=Q|(P=Q AR
T|T|T]| T T
FlT|T| T T
F|F|T| T T

3. Montagem das conjungoes a partir das linhas extraidas (fnd):

(a) {I[P] =T, 1[Q] =T, I[R] = T}:

PAQAR

(b) {I[P]=F, I[Q| =T, I[R] =T}:
-PAQAR

(c) {I[P]=F, I[Q| = F, I[R] =T}:
-PA-QAR
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4. Obtencao da fnd:

(PANQARV(-PAQAR)V (-PA-QAR)

2. Extragao das linhas que interpretam H como F' (fnc):

P—-Q | (P—>Q AR

B ] Beol e Hant R 1iaw
N | RO
B3] o | Reo] ast Rsli=s!
| Rant e eot R
1o Real Rest s

3. Montagem das disjungdes a partir das linhas extraidas (fnc):

(a) {I[P] =T, I[Q] =T, I[R] = F}:
-PV-QVR

(b) {I[P] =T, I[Q] = F, I[R] =T}:
-PVQV-R

(c) {[P]=T,1[Q=F, IR = F}
-PVQVR

(d) {[P]=F I[Q =T, IR = F}
PV-QVR

(e) {I[P]=F, I[Q] = F, I[R] = F}:
PVQVR

4. Obtencao da fnc:
(=PV-QVR)A(-PVQV-R)A(=PVQVR)AN(PV-QVR)AN(PVQVR)

Exercicios
1. Obtenha a fnd e fnc de =«(PA Q) = R
2. Dada a féormula H = (P — Q) A (-Q < R)) <> (FR A —P):

(a) Construa a férmula equivalente utilizando apenas os conectivos do
conjunto {—, V}.

(b) Gere as férmulas equivalentes na fnd e fnc.
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7 Sistema axiomatico

7.1 Introducao

o Ldgica: estudo das estruturas para representacio e dedugdo do conhecimento
e Deducao: construcao de conhecimento

— Producgao de um argumento, utilizando argumentos previamente for-
necidos

o AplicagGes na vida real e na Computacao
— Construgao do aprendizado

— Implementacao de programas

Sistemas de dedugao

o Estabelecem estruturas que permitem a representacao e dedugao do conhe-
cimento

o Trés sistemas:

1. Sistema axiomaéatico
2. Tableaux semanticos

3. Resolucgao

Deducgao de teoremas

e Processo de prova por deducdo: Demonstracao de que, dadas algumas
expressoes como verdadeiras (hipdteses ou premissas), uma nova sentenga
também é verdadeira.

— A sentenca provada é um teorema com respeito as hipéteses.

e Derivagao da expressao desejada H a partir do conjunto de hipoteses
5, utilizando os recursos disponiveis em algum dos sistemas de deducao
validos.

Conceitos

o Hipdteses (ou premissas): Férmulas proposicionais que se supde serem
verdadeiras.

e Axiomas: conhecimentos dados a priori.

— No caso do sistema axiomatico, representado por tautologias.
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e Regras de inferéncia: implicagbes semanticas utilizadas para fazer inferén-
cias:

— Execucao dos “passos” de uma demonstracao ou dedugao;

— Maneira de construgao do conhecimento, combinando hipdteses e
axiomas.

7.2 Sistema axiomatico

o Estrutura baseada em axiomas.
¢ Composicao:

— Alfabeto da légica proposicional
— Conjunto das férmulas da 16gica proposicional (hipdteses)
— Subconjunto de férmulas, denominados aziomas.

— Conjunto de regras de inferéncia.

o Objetivos:

— Estudo formal da representacao e dedugao de argumentos.

— Novo conhecimento a partir do conhecimento dado a priori = axiomas
+ hipéteses.

Axiomas

o Férmulas axiomaticas podem variar entre os sistemas axiomaticos.
e Esquemas de férmulas:

- Axy=—~(HVH)VH

— Axo=-HV(GVH)

— Axg=-(-HVG)V(~(EVH)V(GVE))

¢ Outros conectivos podem ser utilizados:
- Axy=(HVH)— H
— AX2 =H — (G\/H)
- Ax3=(H—=>G)—> ((EVH)— (EVGQG))

Infinitas féormulas.
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Mecanismos de inferéncia

e Pode variar entre sistemas axiomaéticos
e Mais comum: esquema de regras de inferéncia chamado modus ponens
e modus ponens:
— Dadas as férmulas H e G, Tendo H ¢ (H — G), deduza G
Notacao

H,(H — Q)

MP =
G

Modus ponens

o H,(H — G): antecedente.
e G: consequente.

o Exemplo:

— H: “Esta chovendo”.

— G: “A rua est4 molhada”.

e Modus ponens define um procedimento sintatico de dedugao do conheci-
mento.

— Usado em linguagens de programagao como PROLOG.

Consequéncia légica

e Regras de inferéncia: mecanismo de inferéncia aplicado aos axiomas e
hipéteses.

e Argumentos obtidos na dedugéao:

— consequéncias logicas;

— conhecimento provado.
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e Sejam H uma férmula e § um conjunto de férmulas denominadas por
hipoteses.

e Uma prova sintatica de H a partir de 3, num sistema axiomatico P,, é
uma sequéncia de férmulas Hy, Ho, ..., H,, onde

- H=H,
— Para todo i tal que 1 <i <n,

* H; ¢ um axioma ou

x H; € f ou

* H; é deduzida de H; e Hy, utilizando a regra modus ponens, onde
1<j<iel<k<u:

H;, Hy,

MP =
H;

,onde H, = H; — H;

Exemplo
o Conjunto de hipéteses = {G1,...,Go}

-G =(PANR)—>P
—Ga=Q—- Py
- G3=P—0Q
- Gy=(PNP)—Q
- Gs=(P3sANR)— R

—Gg=P,— P
- Gr=h
—Gg=P3—~ P
— Go=P;

e Podemos provar (SV P)?

Sequéncia de férmulas Hy, ..., Hg, prova de (S V P), a partir de S:
« HH=G;=P

e Hy=G3=P1—>Q

e H; = (Q (resultado de modus ponens em H; e Hy)

e Hi=Gy=Q = P4

e Hj = P, (resultado de modus ponens em Hsz e Hy)
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e Ho=G¢=Py— P

e H; = P (resultado de modus ponens em Hy e Hg)

o Hi=Axo=P — (SVP)

e Hy=(5V P) (resultado de modus ponens em H; e Hg)

Dada uma férmula H e um conjunto 3:

e Se H tem uma prova a partir de § = conhecimento representado por H
é deduzido a partir do conhecimento representado pelos axiomas e pelas
férmulas de 5.

e Nesse caso, H é uma consequéncia ldgica de 3.
— Notacao: g+ H.

e H é um teorema no sistema axiomatico se existe uma prova de H, nesse
sistema, que utiliza apenas os axiomas.

— Conjunto de hipdteses vazio.

— Notagao: - H.

Outros mecanismos de inferéncia

e As regras de inferéncia sdo implica¢ies semanticas. Elas sdo utilizadas
para fazer inferéncias, ou seja, executar os “passos” de uma demonstracao
ou dedugao.

e Assim como os axiomas, o conjunto de regras de inferéncia adotado em um
sistema axioméatico pode variar, desde que mantenham as propriedades de
completude e correcao.

¢ Quanto menor o conjunto de regras de inferéncia, mais elegante é o sistema
axiomatico.

¢ A maioria dos sistemas axiomaticos costuma utilizar apenas o modus ponens
(MP) como regra de inferéncia. Porém, ha outros mecanismos:
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Adicao disjuntiva

PEPVQouQEFEPVQ

Simplif. conjuntiva

PAQEPouPAQFEQ

Conjuncao

P QEPAQ

Simplif. disjuntiva

(PVQ)AN(PV-Q)EP

Modus ponens (P=>Q)ANPEQ

Modus tollens (P—=>Q)AN—-QE-P

Silogismo disj. (PVQ)AN-QEP

Silogismo hip. (P—>QNQ—REP—-R

Dilema construt. (P=>QQANR—->S)AN(PVREQVS

Dilema construt. 2 | (P> Q)A(R— S)E(PVR)—= (QVS)
Dilema destrut. (P=>QANR—=>9N(=QV-S)E-PV-R
Dilema destrut. 2 | (P> Q)A(R— S)E (-QV —~S) = (-PV —R)

Absorcéao P—-QEFEP—(P—->Q

~—

ouP > QFP = (PAQ)

7.3 Exercicios

1. Verifique a validade dos argumentos, utilizando regras de inferéncia

2. Verifique a validade dos argumentos abaixo, utilizando regras de inferéncia

« “Esta nublado agora. Portanto, ou esta nublado ou estd chovendo
agora.”

o “Esta nublado e chovendo agora. Portanto, estd nublado agora.”

e “Se chover hoje, entdo hoje nés nio teremos churrasco. Se ndo tivermos
churrasco hoje, entdo teremos churrasco amanha. Portanto, se chover
hoje, entao nés teremos churrasco amanha.”

3. Mostre que as hipdteses “Nao estd fazendo sol esta tarde e estd mais frio
do que ontem”, “Noés iremos nadar somente se fizer sol esta tarde”, “Se nés
nao formos nadar, entdao nds vamos velejar”, e “Se nds formos velejar, entao
estaremos em casa no final da tarde.” levam a conclusao: “Nos estaremos
em casa no final da tarde.”
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8 Tableauxr semanticos

8.1 Introducao

Sistemas de dedugao

o Estabelecem estruturas que permitem a representacao e dedugao do conhe-
cimento

o Trés sistemas:
1. Sistema axiomatico
2. Tableauzr semanticos
3. Resolucgao
Motivacao
e Sistema azriomdtico: inadequado a implementagdo em computadores;

e Nao se conhece uma implementacao que realize a mecanizagdo do sistema
axiomatico P, de forma adequada;

¢ Duas alternativas apropriadas para implementagao: tableauz e resolugao.

Limitagoes do sistema axiomatico

1. Método permite apenas demonstrar se 8+ H: nao se pode demonstrar se
6¥ H.

2. No P,, se é dado que 8 ¥ H, ndo se pode concluir 8+ —H.

Tableaur semanticos
A partir de férmula H:

. BFH?
. BFH?

A partir dos tableaux semdnticos, é possivel verificar qual das duas situagoes de
fato ocorre.
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8.2 O sistema de tableaux semanticos Tb,

Tableau seméantico
Sequéncia de férmulas obtida de acordo com conjunto de regras e apresentada

sob forma de arvore.
o Elementos basicos:

1. Alfabeto da logica proposicional — sem simbolos false e true;
2. Conjunto de féormulas da légica proposicional

3. Conjunto de regras de dedugdo

Regras de inferéncia R, ..., Ry
Dadas duas férmulas quaisquer A e B da légica proposicional:

Ri=ANAB Ry, =AVB R;=A—B
A YO N\
B A B —-A B
Ri=A«+ B Ry =——-A R(;:—\(A/\B)
v N A N
ANB —-AAN-B -A -B
R7:—|(A\/B) Rgz—\(A—>B) Rgz—‘(A(—)B)
-A A N
-B -B -AANB AAN-B

Exemplo

{(AVv B),(AN-B)}

: AVB
2. AN-B
N
3. A B Ry 1.
: A A Ry 2.
5. -B -B Ry 2.
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Outra forma (adiando ramificagdo):

{(AVv B),(AN-B)}

1. AV B

2. AN-B

3. A Ry 2.

4. -B Ry 2.
N

5. A B Ry 1.

Heuristica de aplicagao de regras

e Aplique preferencialmente regras:
Rl, R5, R7 e Rg.

e Tais regras nao bifurcam o tableau.

Construcao do tableau semantico
Dado um conjunto de férmulas

{A17A27 e 7An}
e A drvore tab; a seguir corresponde ao tableau iniciado com Aq, ..., A,:
. Ay
2. Ag
Nota: As férmulas Ay, ..., A, podem ser escritas em qualquer ordem.
e taby: arvore resultante da aplicacdo de uma das regras Ry, ..., Rg a tab;.
— taby também ¢ tableau iniciado com {44, ..., 4,}.
e tab;, i > 2: tableau iniciado com {44, ..., 4,}
e tab;y1: arvore resultante da aplicacdo de uma das regras Ry, ..., Ry a tab;.
— tab;+1 também é tableau iniciado com {Aj, ..., 4, }.
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Ex.: construgao de tableau seméntico

tab1:

{(A = B),~(AV B),~(C — A)}

tabs — aplicacao de R7 a taby:

A S

tabs — aplicacao de R3 a tabs:

DA S

6.

taby — aplicacdo de Rg a tabs:

A

N o

A— B
-(AV B)
-(C — A)
A— B
-(AV B)
-(C = A)
-A R7,2.
-B R7,2.
A—B
-(AV B)
-(C — A)
—-A R7,2.
-B R7,2.
YR
-A B R3, 1.
A— B
-(AV B)
-(C = A)
—A R;,2.
-B Ry, 2.
Y
—-A B Rs, 1.
C C Rs, 3.
-A -A Rs, 3.

Ramo a direita: contém —B e B.
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Definigoes

Ramo
Sequéncia Hy,..., H,, onde H;: primeira férmula do tableau, e H;;1 é derivada
de H;, 1 <1 < n, através de alguma regra de T, .

Ramo fechado: se contém A e —A, onde A é uma férmula da légica
proposicional.

Ramo saturado: para toda férmula A do ramo:

— J4 se aplicou regra de Th, em A (A for expandida por alguma regra);
ou

— Nao é possivel aplicar regra alguma em A (A é um literal).
Ramo aberto: Ramo saturado, mas nao fechado.

Tableau fechado: quando todos os seus ramos sao fechados;

Tableau aberto: quando contém ao menos um ramo aberto.

Exemplo: {(AAB) = C,(AANB)A-C}

1. (ANB) = C

2. (AANB)A-C

3. (AN B) Ry, 2.

4. -C Ry,2.
YN

5. -(AAB) C Rs3, 1.

fechado fechado

O tableau é fechado — seus 2 ramos sao fechados.

8.3

Consequéncia légica no sistema de tableaux semanticos
Tb,

Seja H uma férmula:

Uma prova de H no Th, é um tableau fechado iniciado com —H.

— Neste caso, H é um teorema do sistema T'b,,.
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Ezemplo: H=—-(((P = Q) A—(P + Q)) A ——P)

O tableau é iniciado com —H:

L (P > Q) A=(P ¢ Q) A—=P) -H
2. (P=Q)A=(P+ Q) NP Rs, 1.
3. (P—=Q)AN=(P+ Q) Ri,2.
4. -=P Ry,2.
5. (P—Q) Ry, 3.
6. (P + Q) Ri,3.
7. P Rs, 4.

v N
8. -P Q Ry, 5.
fechado [/ \,
9. ("PAQ)(PA-Q) Ry, 6.
10. -P P Ry,9.
11. Q -Q Ry,9.

fechado fechado

O presente tableau — fechado — é uma prova de H.
Notagdao: W H

e  H denota uma prova em Tb,.

Ezemplo 2: G = ((P + Q)V —P)

1. -((P +Q)V -P) -G

2. —(P Q) Ry, 1.

3. -=P R7, 1.

4. P Rs, 3.

N\

5. PA-Q -“PAQ Ry, 2.

6 P -P Ry, 5.
-Q Q Ry, 5.
aberto fechado

G nao é tautologia, e o tableau ndo constitui prova de G.

Completude e correcao
Seja H uma férmula da légica proposicional:

Teorema da completude
Se H é uma tautologia, entdo existe uma prova de H por tableauz.
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(Se E H, entdao + H), onde - H denota uma prova no sistema T'b,.

Teorema da corregao
Se existe uma prova de H no sistema T'b,, entdao H é uma tautologia.
(Se - H, entao F H).

Consequéncia légica de conjunto de hipéteses
Dada uma férmula H, e um conjunto de hipdteses,

B={A41,..., A}

Entao H é uma consequéncia légica de 3, por tableaur semanticos, se existe
uma prova de (A; A--- A A,) — H no sistema T'b,.

Notagoes:

B+HH

{41,..., A} FH

Algoritmo da prova por tableaux semanticos
Processo para se provar uma férmula G, dado 8 = {4,..., A, }:
1. Produzir férmula H = (A A---NA,) = G
2. Negar H: -H
3. Obter o tableau seméntico a partir de =H, aplicando-se as regras Ry, ..., Ry

4. Caso o tableau seja fechado (i.e., todos os seus ramos sdo fechados), a prova
foi concluida.

Exemplo 1
Considerando que

¢ Guga é determinado.

¢ Guga ¢ inteligente.

¢ Se Guga é determinado e atleta, ele ndo é um perdedor.
¢ Se Guga é um amante do ténis, entdo é um atleta.

¢ Se Guga é inteligente, entdo é um amante do ténis.

Verificar se a afirmagao “Guga nao é um perdedor” é uma consequéncia logica
dos argumentos acima.

e Guga é determinado:
P

¢ Guga ¢ inteligente:

Q
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e Se Guga é determinado e atleta, ele ndao é um perdedor:
(P N R) — _|P1

e Se Guga é um amante do ténis, entdo é um atleta:

Q1—>R

¢ Se Guga é inteligente, entdo é um amante do ténis:

Q— Q1
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e Logo, H=(PAQA((PAR) = -P)AN(Q1 = RIN(Q— Q1)) =P,

L =((PAQA(PAR) = -P)AN(QL = R)AN(Q— Q1)) —»—-P)  —H
2. PAQA((PAR)— -P)A(Q1— R)A(Q— Q1) Rg, 1.
3. P Rg, 1.
4. P Ry,2.
5. Q Ry, 2.
6. (PAR) = —P; Ry,2.
7. (@1 — R) Ry,2.
8. (@ — Q1) Ry, 2.
9. Py Rs, 3.
YRR
10. -Q Q1 Rs, 8.
fechado v\
11. Q1 R Rs, 7.
fechado v/~
12. -(PAR) -P R3, 6.
v\ fechado
13. -P -R Rg, 12.

fechado fechado
e Como o tableau é fechado, pelo teorema da corregdao, H é tautologia.
e Logo, “Guga nao é um perdedor” é uma consequéncia das afirmagoes
anteriores.
Exemplo 2
o Considere os argumentos:

— Se Guga joga uma partida de ténis, a torcida comparece se o ingresso
é barato.

— Se Guga joga uma partida de ténis, o ingresso é barato.

e Verifique se a afirmacao “Se Guga joga uma partida de ténis, a torcida
comparece” é uma consequéncia légica dos argumentos acima.

¢ Guga joga uma partida de ténis:
P

e A torcida comparece:

Q
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e O ingresso é barato:

R
G=(P=>(R—->Q)N(P—R) = (P—Q)
L (P> (R Q)AP—R)— (P Q) -G
2. (P> (R—=Q)AN(P—R) Rs, 1.
3. (P = Q) Rg, 1.
4. P Rs, 3.
5. -Q Rs, 3.
6. P—(R—Q) Ry, 2.
7. P—R Ry, 2.
N\
8. -P R—Q R3, 6.
fechado v\
9. -P R Rs3, 7.
fechado /"
10. -R Q R3, 8.

fechado  fechado

e Como o tableau é fechado, pelo teorema da corre¢do, G é tautologia.

e Logo, “Se Guga joga uma partida de ténis, a torcida comparece” é uma
consequéncia das afirmagoes anteriores.

Conjunto insatisfazivel
Um conjunto 3, por exemplo, dado por:

B={-PVQ,~(QV~-R),R— P,=(-PV P)}

é insatisfazivel ou nao-satisfazivel.

Basta verificar que a férmula

H=-(-PVQ)A-(QV-R)A(R— P1)AN—=(-PV P))
é uma tautologia (exercicio). Dica: resolva o tableau iniciado com —H, que nada
mais é do que a conjuncao entre as férmulas do conjunto.

68



8.4 Exercicios

1. Faca as seguintes demonstracgoes utilizando tableauxr semanticos:
(a) P> P

(b) =(P = Q) < (PA(-Q))
(c) (PV(PA-P)) < P

2. Demonstre os seguintes teoremas usando tableaur semanticos:

(a
(b
(c

) (A= (B—=-0C)—=(A—=>B) = (A=0))

)

)
(d)

)

)

)

(A-(A—-B)NA)— B

-B — -A) - (A — B)

(A— B)A-B) —» -A

(e) (AVvB)VC)—= (Av(BV(Q))

(f) (P=Q)—=((-P—=Q)—Q)

(g) O funcionério é demitido se o chefe o indica ou os colegas o escolhem.
Se o funcionario é demitido e chora, entdo ele conquista os clientes.
Se o funcionério conquista os clientes, ele ndo vai embora. O chefe

indicou um funciondrio e ele foi embora. Logo, o funcionario nao
chorou.

(
(
(
(
(
(

(h) Se o programa é bom ou passa no horario nobre, o ptiblico assiste. Se
o publico assiste e gosta, entdo a audiéncia é alta. Se a audiéncia é
alta, a propaganda é cara. O programa passa no horario nobre, mas
a propaganda é barata. Logo, o publico ndo gosta do programa.

(i) Se Joana sente dor estémago, ela fica irritada. Se Joana toma remédio
para dor de cabega, ela sente dor de estbmago. Joana nao esta irritada.
Logo, ela ndo tomou remédio para dor de cabeca.
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9 Resolucao

9.1 Introducao

Sistemas de dedugao

o Estabelecem estruturas que permitem a representacao e dedugao do conhe-
cimento

o Trés sistemas:

1. Sistema axiomético
2. Tableaux semanticos

3. Resolucao

9.2 Resolugao na légica proposicional

o Sistema de resolucdo: método de prova criado por John Alan Robinson
(1965);

o Intmeras pesquisas e implementagoes utilizam tal método.

— Programacao légica.

Notagao da resolugao
Forma de conjuntos: considere a férmula H:

H=(PV-QVRYAN(PV-Q)AN(PVP)

e Conjungio de disjungoes (fnc)

¢ Representagdo na forma de conjuntos:

H= {{P7 _‘QaR}a {Pa _‘Q}7 {P}}
o Cldusula : disjuncao de literais (conjunto finito de literais)

o Literais Complementares : ocorre quando um literal é a negacao do outro
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Resolvente

¢ Considere duas clausulas
Cy={41,..., Ay}
Cy={B1,...,B,}

¢ Considere que ambas possuem literais complementares entre si

¢ Considere um literal A em C1, tal que o seu complementar —\ esteja em
Co

¢ O resolvente de Cy e Ca, chamado Res(Cq,Cs), é definido por

Res(C1,Ca) = (C1 — {A}) U (C2 — {=A})

o Se Res(C1,Cs) = {}, tem-se um resolvente vazio.

Exemplo 1
Considere:

e () = {P> _'Q7 R}
e (= {_'Pa R}
L] ReS(Ol, CQ) = {—'Q, R}

Exemplo 2
Considere:

. C1={P}
. Cy={-P}
L] ReS(Cl, CQ) = {}

Exemplo 2
Considere:

e (1 = {P7 j62}
o Oy ={-PQ}
o Res(Cy,Cs) ={-Q,Q} ou {P,—P}

o A regra resolvente elimina apenas um literal por vez!
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Elementos béasicos
Resolugdo — Composicao dos seguintes elementos:

o Alfabeto da légica proposicional;

e Conjunto de clausulas da légica proposicional;

o Regra de resolugdo (resolvente).

Resolugao define uma estrutura para representacao e dedugao de conhecimento
e N&o existem axiomas;

o Apenas uma regra de inferéncia (regra de resolugdo);

e Prova de argumentos usando o conhecimento representado no sistema.

Regra de resolucgao

o Dadas duas clausulas
Cl = {A17 o 7ATL}
Cy={By,...,B,}

e A regra de resolugdo aplicada a Cy e Cy é definida por:
— Tendo C4 e Cy, deduza Res(C1, Cs)

¢ Prova da satisfazibilidade de um conjunto de cldusulas = aplicac¢do repetida
da regra de resolugao até obter uma clausula vazia.

— Expansao por resolugao.

Exemplo
Considere {{-P,Q, R},{P,R},{P,—~R}}

o Expansao:

1. {=P,Q, R}

2. {P,R}

3. {P,~R}
4. {Q R} [Res(1,2)]
5.{Q, P}  [Res(3,4)]
6. {P}  [Res(2,3)]

¢ Nesse caso, nao é possivel obter a clausula vazia.
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Expansao por resolugao
¢ Seja um conjunto de cldusulas {A4;,...,4,}

o Seja exp uma expansdo por resolugdo de {Aj,..., A, }:
1. Ay
2. Ay

n. A,
o Obs.: Nessa expansdo, as formulas {A4;,...,A,} podem ser escritas em

qualquer ordem

+ Se exp* é a estrutura resultante da adicdo de Res(A;, A;), (4,7) < n,i # j,
a expansao exp, entdo exp® também é uma expansao por resolugao sobre

{A41,..., A}

Exemplo
Considere {{ﬁpv Q}7 {P7 R}7 {P7 j62}7 {ﬁQa ﬁR}}

o Expansao:

{_‘P’ Q}

{P, R}

{P7 _‘Q}

{_'Q7 _‘R}

{Q, R} [Res(1,2)]
{P, R} [Res(3,5)]
{Q. R} [Res(1,6)/
8. {R,—R} [Res(4,7)]

e Tal resolugdo também nao contém a cldusula vazia.

NS g

¢ Se expansdo contém clausula vazia: expansdo fechada.

9.3 Consequéncia légica no sistema de resolucao Rs,

e Forma clausal de H: toda férmula da légica proposicional possui uma
forma clausal associada (a partir de sua fnc)

— Férmula H.: conjuncgao de clausulas equivalente a H.
e Prova por Resolugéao:

— Seja H uma férmula e -H, a forma clausal associada a —H,;
— Uma prova de H por resolugdo é uma expansao fechada sobre = H,;
— Nesse caso H é um teorema do sistema de resolugao.
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Exemplo: prova por resolugao

H

= ((PLV PyV Ps) A (P — Py) A (Py — Py) A (Ps — Py)) = Py

. —|H:—‘(((P1\/P2\/P3)/\(P1~>P4)/\(P2*>P4)/\(P34>P4))%P4)

o “H==(=((PAVPVP)AN(=PLVP)A(nPaVPy) A (—P3V Py))V Py)

o " H=((PLVPVP)NPLVP)AN(PyVPy)A(—P3V Py)) APy

o« "H=(PIVPVP)N(PLVP)AN(PyVP)A(—P3V Py) NPy

° L0g07 _'Hc = {{Pla P27 PS}? {_'Plv P4}a {_‘PQa P4}7 {_'P37 P4}7 {_'P4}}

o Expansao por resolucao:

© 0N WD

{P1, Py, P3}

{~P1, Py}

{=Ps, P}

{~Ps, Py}

{=Ps}

{Pz, Ps, Py} [Res(1,2)]
{Ps3, Py} [Res(3,6)]
{Pu} [Res(4,7)]

{} [Res(5,8)/

e Clausula vazia: expansdo fechada =+ H

Exercicio

G=(PLVP)AN(PL— P)A(Py— P)A(Ps— Py)) — P3

Completude e corregao
Seja H uma férmula da légica proposicional:

Teorema da completude
Se H é uma tautologia, entao existe uma prova de H por resolugao.

Teorema da corregao

Se existe

uma prova de H por resolucao, entdao H é uma tautologia.
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Consequéncia légica de conjunto de hipéteses
Dada uma férmula H, e um conjunto de hipdteses,

B={41,....4,}

Entao H é uma consequéncia logica de (3, por resolucdo, se existe uma prova
de (A4 N---NA,) = H.

Notagoes:

B+HH

{4y,..., A} FH

Algoritmo da prova por resolugao
Processo para se provar G, dado = {A41,..., A, }:
1. Produzir férmula H = (A1 A---ANA,) = G
2. Negar H: -H
3. Transformar —H para a forma clausal: =H,
4. Fazer a expansao por resolucao.

5. Caso a expansdo seja fechada, a prova foi concluida.

Exemplo 1
Considerando que

¢ Guga é determinado.

¢ Guga ¢ inteligente.

e Se Guga é determinado e atleta, ele ndao é um perdedor.
e Se Guga é um amante do ténis, entdao é um atleta.

¢ Se Guga ¢ inteligente, entdo é um amante do ténis.

Verificar se a afirmagao “Guga nao é um perdedor” é uma consequéncia logica
dos argumentos acima.

¢ Guga ¢é determinado:
P

¢ Guga ¢ inteligente:
Q
¢ Se Guga é determinado e atleta, ele nao é um perdedor:

(P/\R)—)“Pl

e Se Guga é um amante do ténis, entao é um atleta:

Ql—)R
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¢ Se Guga é inteligente, entdo é um amante do ténis:
Q—
. LOgO,H:(P/\Q/\((P/\R)—)_‘Pl)/\(Ql —>R)/\(Q—>Q1))—>"P1

e Obtencao da férmula clausal (—H,.) associada a —H:

-H=-(PANQA((PAR)—=-P)AN(Q1 = R)AN(Q— Q1)) = P)
& (=(PAQAN((PAR) = =P ) A QL= R)A(Q— Q1)) V—P)
S (PAQAN((PAR) = =P )A(QL— R)ANQ— Q1)) AP
S PAQA((PAR)VAP)A(=Q1VR)A(-QV Q1) APy
S PAQA(RPV-RV-P)A(-Q1VR)A(-QV Q1) AP

e Na notagdo de conjuntos:

—H. = {{P}’ {Q}a {_‘Pa R, _‘Pl}a {_‘leR}’ {_'Qan}v {Pl}}

o Expansao por resolucao de —H.:

{r}

{Q}

{=P,-R,-P}

{-Q1, R}

{-Q,Q}

{P1}

{-Q, R} [Res(4,5)]
{-~P,—~P,-Q} [Res(3,7)]
{-~P1,-Q} [Res(1,8)]
{-Q} [Res(6,9)]

11. {} [Res(2,10)/

o Clausula vazia: expansdo fechada =+ H. H é uma tautologia.

© PN o N

—
e

Exemplo 2
o Considere os argumentos:

— Se Guga joga uma partida de ténis, a torcida comparece se o ingresso
é barato.

— Se Guga joga uma partida de ténis, o ingresso é barato.

o Verifique se a afirmacao “Se Guga joga uma partida de ténis, a torcida
comparece” é uma consequéncia logica dos argumentos acima.

G=(P=>(R—->Q)N(P—R) = (P—Q)
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Conjunto insatisfazivel
Um conjunto 3, por exemplo, dado por:

B={-PVQ,~(QV~-R),R— P,~(~PV )}

é insatisfazivel ou nao-satisfazivel.
Basta verificar que a férmula
H=-(-PVQ)A-(QV-R)A(R— P1)AN—=(-PV P))
é uma tautologia (exercicio). Dica: use a negagio da forma clausal, —H,.

9.4 Exercicios

o Faca as seguintes demonstragoes utilizando resolugao:

- PP
- (P =Q) < (PA(-Q))
—(PV(PA-P))& P

e Determine se os conjuntos a seguir sao insatisfaziveis

- {~(P—=Q),~PVQ}
- {P%QaPVQa_‘Q}

e Demonstre os seguintes teoremas usando resolugao:

- (A= (B—=0C)=((A=B)—(4A—0))

- (A—-A—=B)NA)—B

- (-B—-A)— (A— B)

- ((A—-B)A-B)—-A

- ((AvB)vVC)—= (Av(BV(O))

—(P=Q) = ((-P=Q)—=Q)

— O funciondrio é demitido se o chefe o indica ou os colegas o escolhem.
Se o funcionario é demitido e chora, entao ele conquista os clientes.
Se o funcionario conquista os clientes, ele ndo vai embora. O chefe

indicou um funcionério e ele foi embora. Logo, o funcionario nao
chorou.

— Se o programa é bom ou passa no horario nobre, o ptblico assiste. Se
o publico assiste e gosta, entdo a audiéncia é alta. Se a audiéncia é
alta, a propaganda é cara. O programa passa no hordrio nobre, mas
a propaganda é barata. Logo, o publico nao gosta do programa.

— Se Joana sente dor estomago, ela fica irritada. Se Joana toma remédio
para dor de cabega, ela sente dor de estbmago. Joana nao esta irritada.
Logo, ela nao tomou remédio para dor de cabeca.
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Parte 11
Logica de predicados

10
10.1

Sintaxe na légica de predicados

Introducao

Légica proposicional: férmulas sdo veritativo-funcionais:

— Interpretagdes nao dependem da estrutura interna de suas proposigoes,
mas do modo como se combinam.

— FEx.: PVQ

Interpretacdo depende da interpretacao isolada de P e @, e do conec-
tivo.

Loégica proposicional ndo consegue representar todas as situagoes:

— Todo aluno é inteligente.
— A adicao de dois nimeros impares quaisquer é um nimero par.

— Dado um ntmero qualquer, existe um nimero primo maior que ele.

Limitag¢do: Expressoes que envolvem todo(s), qual(is)quer, nenhum(ns),
algum(ns), ete.

A representacao é baseada em casos particulares, especificos.

Exemplo de argumento:

— Soécrates é homem
— Todo homem ¢é mortal

— Logo, Sécrates é mortal
Intuitivamente, sabemos que esse argumento é valido.

Usando a logica proposicional, teriamos a seguinte formalizagao:

(PR} R
Nao é possivel demonstrar sua validade.

Problema: palavra “todo”, que nao pode ser expressa na logica proposicio-
nal.
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10.2 Légica de predicados

o Légica de Predicados: mais completa
o Fxtensao da logica proposicional.
e Novos recursos:

1. Quantificadores.
2. Simbolos funcionais (fungoes);
3. Predicados.

Alfabeto da légica de predicados
1. Simbolos de pontuagio: (, );
2. Simbolos de verdade: true, false;

3. Conjunto enumeravel de simbolos para varidveis:

T, Y, 2, W, T1, Y1, 21, etc.

4. Conjunto enumeravel de simbolos para fungoes:
f, 9, hy f1, 1, h1, etc.

5. Conjunto enumeravel de simbolos para predicados:
P, q, 7, P1, q1, T1, €tc.

6. Conectivos:

-, VA, =, o, V) 3

Funcgoes
Mapeamento de valores de entrada em valores de saida

Predicados
Relagoes, propriedades dos elementos do dominio

Aridade
e Fungoes e predicados possuem argumentos.
e Aridade: nimero de argumentos.

¢ Quando a aridade de uma fungao é 0, temos uma constante:

a, b, ¢, a1, by, c1, ete.

e Quando a aridade de um predicado é 0, temos um simbolo proposicional:
P7 Qa Ra S7 Pla Qla Rl) Slv P27 QQ; etc.
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Conectivos
e =, V, A, =, ¢ mesmo alfabeto da logica proposicional
o Quantificadores:

— V: para todo (quantificador universal)

— 3: existe (quantificador existencial)

Quantificador universal

Generalizagoes — (Vz)p(x):

e Todo homem ¢é mortal.

e Todos os homens sdo mortais.

¢ Os homens sdo mortais.

¢ Homens sdo sempre mortais.

e Somente homens é que sdo mortais.

e Se é homem, entdo é mortal.

Quantificador existencial
Existéncia de pelo menos uma ocorréncia — (3x)p(z):

o Existe homem inteligente.
e H& homens inteligentes.
e Ha pelo menos um homem inteligente.

e Algum homem ¢ inteligente.

10.3 Elementos basicos da linguagem

o Linguagem natural possibilita sentencas cuja interpretacao pode ser:

— Um valor verdade:
A capital de Minas Gerais é Belo Horizonte?

— Um objeto:
Qual a capital de Minas Gerais?

e Logica de predicados:

— Termos: sentencgas que representam objetos

— Férmulas: sentencgas que representam um valor de verdade
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Termo

o Varidveis sdo termos;

e Se ty,te,...,t, sdo termos e f é um simbolo para fun¢do n-dria, entao
flt1,ta, ... t,) é um termo.

o Exemplos:
— Variavel z;

— Constante a (fungdo zero-dria);

— f(z,a), com f sendo uma fungio bindria;

9(y, f(z,a),c), com g sendo uma fungdo terndria e f bindria.

*x Obs.: Se f é bindria, entdo a concatenagao f(y,x,z) nao é um
termo — f deve conter dois argumentos.

— Se h(z,y, z) é um termo, entao, considera-se, implicitamente, que h é
ternaria.

« Exemplo (aritmética):

— 4, — : fungoes;

- 1,2,...,9,0 : constantes;

— x,9,y,8: termos (varidveis e constantes);
— +(5,8) : termo;

— +(—(8,7),3): termo.

o Exemplo: fungdo idade(pessoa):
— idade(joao) = 25
— idade(ana) = 18
e Exemplo: funcao populacao(cidade):

— populacao(Uberlandia)= 600.000
— populacao(Chicago)= 2.700.000

o Exemplo: funcao prefeito(cidade,ano):

— prefeito(Uberlandia,2014)= Gilmar
— prefeito(Uberlandia,2018)= Odelmo

82



Atomo

¢ Os simbolos verdade true e false sdo dtomos.

e Sety,tg,...,t, sdo termos e p é um simbolo para predicado n-drio, entao
p(t1,ta, ..., t,) é um dtomo.

o Exemplos:

— Simbolo verdade false;

Simbolo proposicional P (predicado zero-drio);

p(f(z,a),x), com p um predicado binério, e z, a, f(x,a) termos;

q(z,y, z), com g um predicado ternario;

true, considerando true = —false.

o Exemplo (aritmética):

— #, <: predicados
— < (+(5,8),3): atomo, com valor false.

— #(—(8,7),3): dtomo, com valor true.

« Exemplo — predicado professor(pessoa):

— professor(Renato)= true

— professor(Maria)= false
o Exemplo — predicado maisvelho(pessoal, pessoa2):

— maisvelho(Ana,Carlos)= true

— professor(Joao,Maria)= false
o Exemplo — predicado pertence(objeto, pessoa):

— pertence(carro,Joana)= false

— pertence(livro,Pedro)= true

Observagao

¢ Resultados das interpretacdes dos atomos: wvalores verdade;

¢ Resultados das interpretacoes dos termos: objetos.
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Exemplo

Exemplos de predicados:
« predicado sobre: sobre(A,B)= true
« predicado cor: cor(B,azul)= true ou predicado azul: azul(B)= true

« predicado maior: maior(B,C)= true
10.4 Foérmulas

Construcao pela concatenacao de atomos e conectivos: regras
¢ Regras de definigdo:

1. Todo d4tomo é uma férmula;

2. Se H é uma férmula, —H é uma férmula;

3. Se H e G sado férmulas, HV G, HANG, H — G, H < G sao férmulas;
4

. Se H é uma férmula e x uma varidvel, entao
(Vz)H e (3x)H
sao férmulas.

o Exemplos:

— Os atomos p(x), R e false sdo férmulas;
— (=p(z) V R) é uma férmula, assim como p(z) — R;

— Como p(z) = R, entdao (Vz)(p(x) — R) também é uma férmula.

e FEzxpressdo: termo ou férmula.

Toda concatenacao de simbolos vdlida na légica de predicados é uma
expressao.
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Exemplo

Exemplo de féormula:

H = sobre(A, B) A sobre(B, mesa)

Subtermo, subfé6rmula, subexpressao
Definem partes de um termo ou férmula E:

Se E =z, entdao x é subtermo de E;
Se E = f(ty,ta,...,t,), entdo t; e f(t1,ta,...,t,) sdo subtermos de E;
Se t1 é subtermo de t5 e ty é subtermo de F, entao t; é subtermo de E;

Se H é uma férmula e E = —H, entao H e —H sao subféormulas de E;

Se H e G sao férmulas e E é uma das férmulas (HVG), (HAG), (H — G),
(H + G), entdo H, G, e E sao subférmulas de E.

Se H é uma férmula, x uma varidvel, A um dos quantificadores V ou 3 e
E = (Ax)H, entdao H e (Az)H sao subférmulas de F;

Se Hi é subférmula de Hy e Hy é subféormula de E, entao Hy é subférmula
de F;

Todo subtermo ou subférmula é uma subexpressao.

Exemplo:

H = ((Vz)p(z)) = (p(x)) A ((Vy)r(y));
G = p(z);
A subférmula G ocorre duas vezes em H;

Como G nao é igual a H, entdao G é uma subférmula propria de H;
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Ordem de precedéncia
1. =
2.V, 3
3. =, &
4.V, A

e Como na Légica Proposicional, a ordem de precedéncia ¢é util na simplifi-
cacao de formulas

¢ Exemplo:
((V2)(Fy)p(2,9))) = (B2)(=q(2))) Ar(y))
— Simplificando: (Vz)(3y)p(x,y) = (3z)—q(z) Ar(y)

Correspondéncia entre quantificadores
e A, =, <> podem ser escritos utilizando =, V (alfabeto simplificado);
e Analogamente, é possivel representar 3 utilizando V, e vice-versa;

e Assim, é possivel escrever o alfabeto da légica de predicados usando apenas
-, V, V.

Exemplo: “Existe carro que é bonito”
Considerando-se o conjunto dos carros:
o Representacdo: (3z)p(x);

e p(z) =T se, e somente se, x é bonito.

Se (x)p(xz) =T, entdo (Vx)—-p(z) = F

o (Vx)-p(x) representa a afirmagdo “Todo carro é feio”.
o No entanto, se (Vz)—p(z) = F, entdo —((Va)-p(x)) =T.

o —((Vz)—p(z)) representa a afirmacio “E falso que todo carro é feio” (pelo
((Vz)—p(x)) rep G q P
menos um é bonito).
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Correspondéncia entre 3 e V

e Seja H uma férmula, e x uma variavel;

¢ Os quantificadores 3 e V se relacionam de acordo com as seguintes corres-
pondéncias:

FEzemplo: considerando-se os seguintes predicados:

e p(x) =T se, e somente se, x é de Uberlandia.

e g(z) =T se, e somente se, x é professor.

As proposicoes abaixo podem ser construidas:

o (Va)p(z): Todas as pessoas sdo de Uberlandia.

o —(Vz)p(x): Nem todas as pessoas sdo de Uberlandia.
e (Ix)q(z): Alguém é professor.

e —(3z)g(x): Ninguém é professor.

Miiltiplos quantificadores

¢ Quantificadores de mesmo tipo podem ser comutados:
(Vz)(Vy)p(z, y) = (Vy)(Vz)p(z, y)
e Porém, quantificadores de tipos distintos ndao podem ser comutados:

(V) (3y)p(z,y) # Fy)(Vr)p(w, y)

Comprimento de férmulas

o Notacio: comp|H]

e Se H é um &atomo, entdo comp[H] = 1;
e Se H = -G, entao comp[—~G]| = comp[G] + 1;
e Se H e G sdo féormulas da légica de predicados, entdo:
— comp[H V G] = comp[H] + comp[G] + 1
— comp[H A G] = comp[H] + comp[G] + 1
[H — G] = comp[H] + comp[G] + 1
— comp|H <« G] = comp[H] + comp[G] + 1

— comp
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o Se H = (Az)G, A sendo um dos quantificadores V ou 3, entdo comp[(Az)G] =
comp[G] + 1.

Exemplos:

« H=(p(z) = q(x))
comp[H]| = comp[p(z)] + complg(z)] +1 =3

o G = (Vo)p(z) < (Fy)aly)

comp|G] = comp|(Vz)p(x)] + 1 + comp[(Fy)q(y)] = comp[p(z)] + 1+ 1+
complg(z)]+1=5

Observagao
Se G é subférmula de H, comp[G] < comp[H]
Variaveis
e FEscopo (abrangéncia): Seja E uma férmula da légica de predicados:

— Se (Vz)H é subférmula de E, entdo o escopo de (Vx) em E é a
subférmula H;

— Se (Jz)H é subférmula de E, entdo o escopo de (3x) em E é a
subférmula H.

¢ O escopo de um quantificador em uma férmula E é a subférmula de E
referida pelo quantificador ( “dominio” do quantificador).

Exemplo: E = (Vz)(3y)((V2)p(z,y,w, z) = (Vy)q(z,y, z,21))
e Escopo de (Vz) em E:
C((V2)p(, y, w, 2) = (Vy)g(2,y, 2, 21))
o Escopo de (Jy) em E:
(V2)p(z, y,w, 2) = (Vy)q(2,y, z, 21)
o Escopo de (Vz) em E:
p(z,y,w, 2)
o Escopo de (Vy) em E:
a(z,y, @, 21)

88



Ocorréncia livre e ligada
Sejam x uma variavel e F uma férmula:

e Uma ocorréncia de x em E ¢ ligada se x estd no escopo de um quantificador
(Vz) ou (3x) em E.

e Uma ocorréncia de x em E é livre se ndo for ligada.
* Ezemplo: E = (Vx)(Jy)((V2)p(e, y,w, 2) = (Vy)a(2,y, 7, 21))
e Identificando com sub-indices, temos:
E = (Vo)(3y)((V2)p(2g, Y, wo, 2g) = (VY)a(20, Yy, Tg, 210))
— v varidveis livres
— g¢: variaveis ligadas

e Uma varidvel pode ocorrer livre e ligada em uma mesma férmula (por
exemplo, a varidvel z)

e A ocorréncia da varidvel y estd no escopo de dois quantificadores (Jy) e
(Vy)

— Neste caso a ocorréncia de y estd ligada pelo quantificador mais
préximo, (Vy).

Sejam x uma variavel e F uma férmula que contém zx.

e A varidvel z é ligada em FE se existe pelo menos uma ocorréncia ligada de
zem FE

e A varidvel x é livre em E se existe pelo menos uma ocorréncia livre de x
em F

o Ezemplo: E = (Vx)(3y)((V2)p(2g,Yg, Wo, 2g) = (VY)a(20,Yg, g, 210))

— x, y e z sdo ligadas em FE;

— w, z e z1 sdo livres em FE.
e Dada uma férmula E, os seus simbolos livres sao:

— Variaveis que ocorrem livres em F;
— Simbolos de fungéo;

— Simbolos de predicado.

+ Exemplo: £ = (Vz)(3y)((V2)p(z,y,w, 2) = (Vy)q(2, 9,7, 21))

O conjunto {w, z, z1,p, q}

e Uma férmula é fechada se ndo possui variaveis livres.

— Exemplo: By = (Yw)(32)(V21) (V) 3y) (V2)p(z, y, w, 2) = ((Fy)a(z,y, 2, 21))
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Fecho de uma férmula
Seja H uma férmula da légica de predicados e {1, x2,...,2Z,} 0 conjunto de
variaveis livres em H.

o O fecho universal de H, (V+)H é dado por
(Ve1)(Va2) ... (Vo) H

o O fecho existencial de H, (3x)H é dado por
(3z1)(3x2) ... Fzn)H
Exemplo: E = (Va)(3y)((V2)p(e, y,w, 2) = (Vy)a(z, ¥, z, 21))

e By = (Vw)(Vz)(Vzl)(Vw)(ﬂy)((v,z)p(x,y,w,z) - ((Vy)q(z,y,azl)) éo
fecho universal de E.

o By = (Jw)(32)(321) (Va) Fy) ((V2)p(a, y,w, 2) — ((Vy)a(z,y,2,21)) € o
fecho existencial de E.

10.5 Exercicios

o Existe formula ou expressdo sem simbolos livres?
e Quais os simbolos livres de uma férmula fechada?
e Toda variavel é simbolo livre?

e Dé um exemplo de:

— Uma férmula cujo fecho existencial contém apenas quantificadores
universais.

— Uma férmula cujo fecho universal ou existencial ndo contém quantifi-
cadores.

— Uma férmula cujo fecho universal ou existencial é igual a ela prépria.

e Dada a férmula a seguir:
E= (Vw)(Vz)(Vzl)(Vaz)(ﬂy)((Vm)p(w, Yy, w, Z) - (vy)Q('Zv Y, T, 21))7

determine seus subtermos e subférmulas.

e Determine o fecho universal e existencial das férmulas a seguir:

- Fl - p(xa y)
— Iy = (3z)p(,y)
— Iy = (Jy)(Fr)p(z,y)
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11 Semantica na légica de predicados

11.1 Introducgao

Objetivo
Associar significado aos simbolos das férmulas da logica de predicados

Defini¢oes mais elaboradas:
1. Quantificadores

2. Varidveis

3. Funcgoes

4. Predicados

Exemplo 1
e I[g(x)] =T, se, e somente se I[x] é par.
— Dominio de I: nidmeros (interpretacdo no conjunto de nimeros).
e Todo nuimero é par

— I[z]: dado uma varidvel x, I[z] = nimero
— q: simbolo de predicado tal que
Ig(z)] =T, se e somente se I[x] é par
Resultado: (VYx)q(x)

Exemplo 2
H = (Vo) (3y)p(z, y)
o Significado de p: suponha I[p] = <:
Ip(z,y)| =T < Iz] < Iy © 1 < yr

o I[H] =“para todo z;”, “existe y;” tal que x5 < yr
Qual a interpretagdo de H, true ou false?

o Ainda néo é possivel determinar se I[H| é T ou F:

— O que sao x e y? Suponha que sejam niimeros.

— Que ndmeros z; e yy serdo considerados? (Dominio U)

e U=10,00)
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— I[H] =T, pois para todo z, 2 € [0,00), existe ys, yr € [0,00), tal
que ry < yj.

o U= (—00,0]

— I[H] = F, pois € falso que para todo xy, x; € (—00,0], existe yr, yr €
(—00,0], tal que x; < y;.

Se x; = 0, ndo existe y; € (—o0,0], tal que z; < yj.

o Nesse caso, ndo é necessirio ter os resultados de I[z] e I[y] para se deter-
minar I[H].

— Isso ocorre porque = e y ndo sdo simbolos livres.

— S6 é necessario definir a interpretagdo de p.

Exemplo 3
G = (Vo)p(z,y)

e Simbolos livres: p, y

o Para determinar J[G], é necessario definir Jp] e J[y].

o Considerando J em U = (—o0, 0] tal que J[p| =< eJ[y] = —5:
— Neste caso, J[G] = F;

o Considerando J em U = (—o0, 0] tal que J[p| =< e J[y] = 0:
— Neste caso, J[G] =T.

Exemplo 4
U = {José, Maria, Ana, Rodrigo, Jodo, Julia}

¢ Conjunto de pessoas que estdo cursando Légica.

e Interpretacdo J em U:

E possivel escolher constantes a, b, ¢, ay , by, ¢1 tais que:

— I[a] =José

— I[b] =Maria

— I[c] =Ana

— I[a1] =Rodrigo
— I[by] =Jodo

— I[eq] =Julia

U = {José, Maria, Ana, Rodrigo, Jodo, Julia}
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e Tendo escolhido as constantes, podemos representar outras sentencas:
— I[p(z,y)] =T se, e somente se, I[x] gosta de I[y];
— I[g(x)] =T se, e somente se, I[x] é inteligente;
— I[f(z)] = I[y] se, e somente se, I[y] é o pai de I[x].
U = {José, Maria, Ana, Rodrigo, Jodo, Julia}
e Se José gosta de Maria:
Ip(a,b)] =T
e Se Ana ¢ inteligente:
Ig(e)l =T
¢ Se Rodrigo é pai de Julia:
I[f(c1)] =Rodrigo = I]a]
e “todo aluno que estd cursando Légica ¢é inteligente”:
(Va)q(x)
U = {José, Maria, Ana, Rodrigo, Jodo, Julia}

e Na férmula (Vz)g(x), x pode ser substituido por qualquer elemento do
dominio.

— Varidveis que sdo argumentos dos predicados e fungdes sdo elementos
que podem ser substituidos pelas constantes — elementos do dominio.

o Quantificacdo universal: conjuncao sobre elementos do dominio:

I[(Vz)g(x)] = T se, e somente se, I[q(a)] =T e I[qb)] =T e ... e
Ig(e)] =T

e Analogamente, na Quantificacdo existencial: disjun¢do sobre elementos do
dominio:

I[(3z)g(x)] = T se, e somente se, I[q(a)] =T ou I[q(b)] =T ou ... ou
Ig(e))] =T
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Conjunto-verdade
Considerando U um dominio, e p(x) um predicado aplicado em U, o conjunto-
verdade de p(z), indicado por V,,, é dado como

Vo ={zlz € Unp(x) =T}
ou
Vo ={z € Ulp(x)}
Se p(x) é um predicado definido em U, entdo trés casos podem ocorrer:

1. Condigéo (propriedade) universal: p(x) =T para todo z em U.

Conjunto-verdade de p(x) é igual ao préprio U.

2. Condigao (propriedade) existencial: p(x) é verdadeira para alguns x em U.

Conjunto-verdade de p(x) é um subconjunto de U.

3. Condicao (propriedade) impossivel: p(x) é falsa para todos os 2 em U.

Conjunto-verdade de p(x) é vazio.

Conjuntos-verdade e conectivos
O conectivo A

oD

Vorng = Vo NVy = {z € Ulp(2)} N {z € Ulg(x)}

O conectivo V

V,uV,




Vovg = Vp UVy = {z € Ulp(x)} U {z € Ulg(x)}

O conectivo —

Vy=U~V,=U~{z € Ulp(x)}
Para os conectivos — e <>, usamos as propriedades de substituicao:

¢ O conectivo —:

Vosq = Vopyg = (U_ Vp) UV,

¢ O conectivo +:

Voorg = Vpsg N Vgosp

= Vopvg N Vagup
= ((U=Vp)UVy) N (U = Vo) UVp)

Predicados com aridade maior que 1:

Vo ={(z1,22,...,25) € Ay X Ay x -+ X Ap|p(21,22,...,20)}

Quantificador universal:

VeeUp(zx) = V,=U
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(Vz € U)p(z) < plar) Aplaz) A~ A p(ay)

Quantificador existencial:

(3z € U)p(x) © plar) Vplaz) V-V plan)

Resumo
e Para representar uma sentenga como uma férmula da légica de predicados:

— Dominio da interpretacao;
— Constantes na linguagem: nomes no dominio da interpretacao;

— Simbolos do predicado e de fungao: relagdes de predicado e funcionais
entre os elementos do dominio.

e Para interpretar uma férmula H com quantificadores, deve-se observar:

— Dominio da interpretacgao;

— Valor da interpretacdo dos simbolos livres de H.

11.2 Interpretacao das variaveis, funcoes e predicados

Seja U um conjunto nao-vazio, e I uma funcdo de interpretacdo em U. Tem-se
que:

e Dominio de I: conjunto dos simbolos de funcao, predicado e das expressoes.
o Para toda varidvel x, se I[z] = xy , entdo xz; € U.

e Para toda funcido f, n-éria, se I[f] = fr , f1 é uma fungdo n-éria em U

(f[ : Un—>U)

« Para todo predicado p, n-drio, se I[p] = ps , p; é um predicado n-ario em
U(pr: U" = {T,F}).

o Se E é uma expressdo, I[E] é definida por um conjunto de regras seméanticas.
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Observagoes

e A interpretacdo de uma funcio zero-aria € igual & interpretagao de uma
constante.

¢ O resultado da interpretacdo de uma varidvel é um elemento do dominio.
e A interpretacao de um predicado zero-ario é igual & interpretagdo de um

simbolo proposicional.

Quantificadores

e FEnunciado categdrico: afirmacao em linguagem natural que possui estrutura
relativamente formal:

— Todo S é P.

— Nenhum S é P.

— Algum S é P.

— Algum S néo é P.

o Essas afirmacoes podem ser lidas como

— Todo = do dominio que é S, também é P.
— Nenhum z do dominio que é S também ¢é P.
— Algum x do dominio que é S também é P.

— Algum x do dominio que é S também néo é P.

e Por sua vez, essas afirmagdes também podem ser lidas como:

— Para todo  do dominio, se x é S, entao x é P.

— Para todo x do dominio, se x é S entdo nao é P.

Existe pelo menos um z do dominio tal que z é S e x é P.

Existe pelo menos um z do dominio tal que z é S e x ndo é P.

¢ Finalmente, teremos:
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11.3 Exercicios

1. Traduza as seguintes frases para a logica de predicados, definindo todos os
elementos necessarios para a interpretacao:

e Todos os estudantes sao inteligentes
e Alguns estudantes inteligentes gostam de musica

e Todos que gostam de musica sao estudantes e cantores
2. Supondo os seguintes simbolos:

o A(z,y) =“x amay”
e j=%Joao”, ¢ =“Catia”

o V(z) =“x é vistoso”, H(z) =“z é um homem”, M(z) =“x é uma
mulher”, B(xz) =“z é bonita”

Dé versoes para o portugués para as formulas apresentadas abaixo:

3. Interpretando as letras p, g, r e s como os predicados “E uma ra”, “E
verde”, “E saltitante”, “E iridescente”, formalize as seguintes sentencas:
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11.4 Interpretacao de expressoes

Interpretagao de expressdes sem quantificadores

Seja E uma expressdo e I uma interpretagao sobre o dominio U.

A interpretagdo de E conforme I, indicada por I[F], é determinada pelas
regras:

e Se E = false, entdo [[E] = I[false] = F

e SeE = f(t1,...,tn),onde f(t1,...,t,) é um termo, entdo I[E] = I[f(t1,...,tn)] =
fr(tir, ..., tnr), onde I[f] = f; e para todo termo t; , I[t;] = t;;.

o Se E=p(t1,...,tn),ondep(ty,...,t,) é um dtomo, entdo I[E] = I[p(t1,...,t,)] =
pr(tir,...,tnr), onde I[p] = pr e para todo termo t; , I[t;] = t;s.

e Se E=-H, onde H é uma férmula, entdo I[E] = I[-H| =T se I[H] = F
el[E|=I-H]=FselI[H =T.

e Se E=HVG,onde H e G sao duas férmulas, entdo I[E] =I[HVG] =T
se I[[Hl=Tefoul[G]=TellE|=I[HVG|=FselH|=IG|=F.

o Para os outros conectivos, seguem as mesmas regras da légica proposicional.

Exemplo 1
Considere as férmulas

H = (=p(x,y,a,0)) = r(f(x), 9(y))
G =p(x,y,a,b) = (q(z,y) Ar(y,a))
Seja I interpretagdo sobre o dominio dos niimeros naturais, tal que:
o Iz] =3,I[y|=2,I[a] =0,I]b] =1
o Ip(z,y,z,w)] =T & xr-yr > 21 - wy
o N=T< zr <yr

lq(x

(z,y
o Ir(z,y)] =T < xr > ys

[f(@)] = (zr+1)
l9(2)] = (x1 - 2)

A interpretagdo de H e G segundo I é dada pela seguinte tabela:

X

I
1
1
I

Sintaze [ @ [y | a [ b | p@mu.ab) [ 7@ [ 96) [ a@y) [ rmo) [H ]G
Semantica | 3 |2 |0 |1 T 4 0 F T T
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Interpretagao estendida
Paradigma da interpretacao estendida:
Considere como exemplo uma interpretagao I tal que, dadas 2 varidveis = e

Y,

I[z] =5, Iy =1

Uma nova interpretagdo sobre x poderia ser feita. (Analogia: um segundo
individuo convence o primeiro — que faz a interpretacdo — de que x deve ser
interpretado como 7, e ndo 5). Esta nova interpretagido do valor seméntico de z,
é denotada por <z + 7> I.

Sendo assim, mesmo que I[z] = 5:
<z T7>1x] =71, <z T7>1Iyl=1

e Uma outra interpretagao pode ser feita sobre x novamente, resultando em,
por exemplo, < x <~ 8 >< x <+ 7> 1.

Assim, mesmo com I[z] = 5,

<z 8><x+T7>1I[z]=38 <z 8><z+T>I[yl =1

e Uma terceira pode ser feita sobre y resultando em < y <+ 4 >< x + 8 ><
T T7>1.

Assim, mesmo com I[z] =5, e I[y] =1,
<Yy+4><z+8><z+T7>Ix]=38
<y Ad><z+8><z«T>1I[yl =4

o Extensao mais a esquerda tem precedéncia.

e Quando ndo ha extensoes, considera-se a interpretacao original.

Exemplo

o« <z2>1[y =4,
o <z 2>I[fl=+
o <z 2>1I[z]=2,

o <Y+ 9><z+2>1Iy =9,
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o <Y+ 9><z+2>1Ix]=2

o K T><y+9><z+2>1I[yl =9,

o K T><y+9><z<+2>I[z]=T,

e Ky l><a+T><y«<9><z+2>1I[yl=1
Interpretacao de férmulas com quantificadores

Seja H uma férmula, z uma varidvel e I uma interpretacao sobre U.
I[(Vx)H] e I[(3x)H] seguem as regras:

e I[(V2)H] =T &VdeU, <z« d> I[H] =

[(Va)H] = [H] =T
o I[Vo)H|=F & 3deU<z+d>IH =F
[(A)H]=T<3deU<z+d>IH| =T
[(Ar)H]=FeVdeU<z<+d>IH|=F

Exemplo 1
Seja I sobre os ntimeros naturais, tal que

I[x]:?’v I[a}:5v I[y]:4’ I[f]:+v I[p]=<

Considere G = (Va)p(z,y)
Dada I acima, I[G] =T ou F?

1G] =T & (Va)p(a,y) =T
eVdeN;<z<—d>Ipx,y))=T
< Vd € N;d < 4 é verdadeiro.

Logo, considerando I, I[G] = F.

Exemplo 2
Seja I sobre os nimeros naturais, tal que

Ilz] =3, I[a)=5, Iyl=4, I[f]=+, Ip=<

Considere E = (Vz)(3y)p(z,y)
Dada I acima, I[E] =T ou F?

I[E] =T « (Vo) 3y)p(z,y) =T
eVdeN;<z«d>I[3ypz,y)]=T
evVdeNdceN;j<yc><z+d>Iplay)]=T
< Vd € N,dc € N; d < ¢ é verdadeiro.

Logo, considerando I, I[E] =T.
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Exemplo 3
Seja I sobre os nimeros naturais, tal que

Ilz] =3, Ifa]=5, Iy]=4, I[f]=+, I[p]=<
Considere E; = E A G, onde

11.5 Exercicios

1. Seja I sobre os niimeros racionais diferentes de zero:

(a) H = (Vz)p(z,y)

(b) H = (3z)p(z,y)

(c) G = (V2)(3y)p(x,y) — p(b, f(a,b))
(d) H = (Yz)(3y)p(z,y) — p(f(a,b),b)
(e) H = (Va)(3y)p(z,y) = p(z,y)

() H = (V2)(Fy)p(z,y) — p(z,v))
(8) £ = (Vz)3Fy)p(z,y) = p(f(a,b), )

2. Usando os seguintes simbolos:

p(x) =“x é uma pessoa” g(x) =“x é um periodo de tempo” r(x,y) ="z é
enganado por y”

Formalize os seguintes enunciados, no dominio formado pelo mundo inteiro:

(a) Vocé pode enganar algumas pessoas durante todo o tempo.
(b) Vocé pode enganar todas pessoas durante algum tempo.

(¢) Vocé ndo pode enganar todas as pessoas durante todo o tempo.
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3. Se possivel, determine interpretacoes que interpretem as férmulas abaixo
como verdadeiras e como falsas:

(a) (Vo) 3y)p(z,y,2) = Fy)(V2)p(z,y, 2)
(b) (Vz)p(z) < Fy)a(y)
(¢) (Vo)(Vo)p(z,y) — (3y)a(y)

4. Traduza as sentencas a seguir para a légica de predicados:

(a) As filhas de Carlos sao lindas e inteligentes, e todos os rapazes da
Computacdo querem namora-las

(b) Toda pessoa ama alguém, mas nio existe ninguém que ame todas

(c) Nao existe conjunto que contém a si préprio

(e) Se alguém ndo ama ninguém, todos ndo amam todos

)

)

(d) Todo irméo do pai de Pedro é seu tio

)

(f) Quem néo se ama ndo ama ninguém
)

(g) Nenhum filho adolescente de Maria gosta de estudar
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12 Propriedades semanticas da logica de predi-
cados

12.1 Introducgao

¢ Relacionamento entre os resultados das interpretacoes das formulas
e Mesmos conceitos da Logica Proposicional:

— Tautologia
— Contradigao
— Satisfazibilidade

o Métodos diferentes de verificagdo:

— Quantificadores
— Variaveis
— Fungoes

— Predicados

12.2 Satisfazibilidade

e H é satisfazivel quando existe pelo menos uma interpretacao I tal que
IH =T

e FEzemplo: Considerando I sobre N:

— Hy =p(z,y)

|
&
|
—~
<
8
~—
—~
LLI
=
=
—~
&
=

Ezemplo: H = —((Vx)p(x,y)) + (3x)(—p(z, 2))
Suponha:

e Dominio: N
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o Ilp(z,y)] =T < x e y sdo pares
o Iyl =4, I[z] =6.

IH] =T < I[=((Vz)p(x, y))] = I[(Fz)(=p(z, 2))]

e ddeN| <z <+ d>Ip(z,y)=F
e 3d € N|d e/ou 4 sdo numeros impares

o 3d € N|d é um ntmero impar.
Logo, I=((Va)p(z, y))] = T.

I[(Ex)(=p(z,2))] =T <

ddeN| <z <+d>I[-plx,2))=T

e ddeN|<z+d>Ipx,z2)]=F

e 3d € N|d e/ou 6 sdo nimeros impares
e 3d € N|d é um ntimero {fmpar.

Logo, I[(3z)(~p(z, 2))] = T.

Concluindo, I[H] = T. Ou seja, H é satisfazivel, pois encontrou-se uma
interpretacao que a interpreta como verdadeira.

12.3 Validade ou tautologia

H ¢é wvdlida ou uma tautologia se, e somente se, para toda interpretacdo I,
IH|=T.
Logo, H nao é valida se existe uma interpretagdo J, tal que J[H| = F.
Ezemplo: H = =((Vz)p(z,y)) < (Jz)(-p(z, 2))
H é valida?
o Jo((Vo)p(z,y))] =T < J[(Vo)p(z,y)] = F <
—ddelU|<z<+d>Jp(z,y)=F
- 3d € Ulpld,y) = F

« J[@2)(=p(z,2))] =T <

106



—3ddeU|<z+d>J-plxz)]=T
—3ddelU|<z<+d>Jpx,z2)=F
— 3deUlp(d,z) = F.

3d € Ulp(d,y) = F' deve ser falsa e
o dd € Ulp(d, z) = F deve ser verdadeira

o Suponha uma interpretagio J sobre U = {A, B,C, D}

e J é definido de acordo com a figura:

(D

o ©

onde p(r,s) =T se, e somente se, hd uma seta de r para s.

e Além disso, suponha que

- Jly =B,

— J[z] = A.

3d € Ulp(d,y) = F equivale a
x* 3deUlp(d,B) =F
* Tal afirmacao é falsa

3d € Ulp(d, z) = F equivale a
x* 3d e Ulp(d,A) =F
+ Tal afirmacao é verdadeira

e Logo, JIH|=F

e Assim; H ndo é uma tautologia (vlida) — encontrou-se uma interpretacao
J para a qual a férmula é falsa.
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Igualdade e interpretacao
Sejam H e G duas formulas da légica de predicados e I uma interpretacao.
Entao:

o I[H] = I[G] se, e somente se, {I[H] =T < I[G] =T}
o I[H] = I[G] se, e somente se, {I[H] = F < I[G] = F}
Bremplo: G = ~((¥2)p(z)) ¢+ (32)(~p(z))

e G é uma tautologia se para toda interpretagio J, J[G] = T

« JIG =T < J[=((Vo)p(x))] = J[Ex)(=p())];

» J[H((Ve)p(2))] = J[(Fz)(=p(x))] se
Jo((Va)p(x))] = T < J[(Bz)(-p(z))] = T.

o J[=((Va)p(x))] =
= J[(ve)p(z)] =
fEIdGU\<x%d>J[p(x)]:F

« J[Ex)(=p(2)] =T &

—3ddelU|<z<d>J-px))=T
—3ddeU|l<z+d>Jpl))=F

e Assim:

J[=((Va)p(a))] =T <
ddeUl<z+d>Jpl)=F<
J[(Fz)(=p(z))] =T

+ Logo, J[=((Va)p(z))] = J[(3z)(=p(x))], e portanto

G é uma tautologia — bi-implicacdo onde ambos o lado esquerdo e direito
tém sempre a mesma interpretagao.
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Exercicio
Determine se

H = (3y)(vr)q(z,y) — (Vz)(3Fy)q(z,y)
é ou nao uma tautologia.
Resolugdo:

I[H] = F < I[(3y)(Vz)q(z,y) — (V2)(3y)q(z,y)] = F <
I(Fy)(Vo)q(x,y)] =T e I[(Vz)(Jy)q(z,y)] = F

o I[(3y)(Va)g(z,y)] =T <

—3ddelU|<y+d>IVz)q(z,y) =T
—ddeUVeelU|<z+e><y—d>Igxy)l=T
—3deU,VeeUlg(e,d) =T

o« I[(V)(Jy)q(z,y)] = F <

—drelU|<z<+r>I3Fyqzyl=F
—IreUVselU|<y<+ s><ax+r>Iqxy]=F
— JreU,VseUlg(r,s)=F

dd e U Ve € Ulg(e,d) =T
Ir e U, Vs € Ulq(r,s) = F

o Afirmacoes contraditorias.

e Demonstracao: Exemplo no universo dos conjuntos:

(D

onde ¢(r,s) =T se, e somente se, hd uma seta de r para s.

As duas afirmacoes podem ser interpretadas por meio do diagrama anterior
como segue, respectivamente:
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o Existe d € U (no caso, o elemento B) tal que para todo elemento de U —
incluindo B — existe uma flecha o ligando a B. Esta afirmacao, portanto,
esta satisfeita pelo diagrama.

o Existe pelo menos um elemento r de U que nao estd ligado a nenhum outro
— inclusive nao se conecta a B do item anterior, o que gera a contradigdo.
Note que esta nao é satisfeita pelo exemplo do diagrama.

Por fim, como conclusdo, H é uma tautologia, pois na tentativa de mostrar-se
que existe I tal que I[H] = F, gerou-se uma contradi¢io (mesmo raciocinio visto
no método da negagéo, estudado na légica proposicional).

Outro exemplo:

E = (Vz)(3y)q(z,y) — (Fy)(Vz)q(z, y)
Resolugdo:

o I[(V2)(Fy)g(z,y)] =T <

—VdeU| <z +d>I[3y)q(z,y) =T
—VdeU JeeclU|<y+—e><z+d>Iqx,y)|=T
- VdeU, JeecUl|q(d,e)=T

o I[(Fy)(Va)g(z,y)) = F &
—VreU| <y« r>I[(Vz)q(z,y)|=F
—VreU 3selU| <z s><y+r>Iqxy)]=F
—VreU 3seUlg(s,r)=F

Considere uma interpretacgao I sobre U = {4, B,C, D}:

onde p(r,s) =T se, e somente se, hd uma seta de r para s.
As situagoes descritas sdo satisfeitas pelo diagrama apresentado.
Conclui-se portanto que I[E] = F.
Ou seja, E nao é uma tautologia, pois encontrou-se I onde F é falsa.
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12.4 Implicacao semantica

Ezemplo: H = (Vx)p(z) F G = p(a)
e HEG < VI, se I[H] =T entéo I|G]=T.

o Suponha uma interpretagdo I sobre U, tal que I[H] =T.

IH =T < I[(Vo)p(z)]| =T &
VdeU <z+d>Ipx))=T<«
Vd e U,p(d) =T

E
pla) =T &
Ip(a)] =T < I[G]|=T

Insatisfazibilidade
Considere:

H = (Vz)(3y)E(z,y)

Hy = (Va)E(z, f(z))
onde E é uma férmula que contém as varidveis (livres) = e y, e f é uma fungdo
qualquer.

Proposicio: Se H é insatisfazivel, entdo Hy (chamada de skolemizagdo de H)
é insatisfazivel.

e H ¢ insatisfazivel &

I[(Vz)(By) E(z,y)] = F <

e ddeUl<z+d>I[(FyE(x,y)]=F <

e ddeUVbeU|<y<+b><z<+d>I[E(z,y)|=F
« 3deUNbeU|E((d,b)=F.

Logo, existe d € U tal que, para qualquer b, temos F;(d,b) = F.
Se f é uma fungéo tal que f7(d) = b:

« I[H=F &
« 3d€UVb e U|E[(d,b) =F <
e 3d € U|E;(d, f(d)) = F <
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e ddeUl<z+d>IE(z, f(x)|=F <
o I[(V2)E(z, f(z))]=F <
« I[H)=F

Como [ é uma interpretagdo qualquer, concluimos que, para toda interpreta-
cao I, I[H,] =F.
Logo, se H é insatisfazivel, H, é insatisfazivel, cqd.

Interpretacao e variaveis que nao ocorrem livres
Seja H uma férmula, na qual uma varidavel x ndo ocorre livre.
Dada uma interpretacao I sobre U, entdo

VdeU,< x <+ d>I[H]=I[H|

o Exzemplo: (Vx)p(x)
o Yde U, <z d>I[(Vr)p(z)] = I[(Vx)p(x)]

e VdeU<x<+d>I[Va)px) =T <
e VdeUVNceU<zc><z+d>Ipx)|=Tx
o VeeU<z+c>Ipx)=T<

« I[(Vz)p(z)] =T

12.5 Exercicios

1. Demonstre que H e G sdo equivalentes:
(a) H=-(3y)H1,G = (Vy)-H
(b) H = (va) (va)p(x), G = (¥2)p(a)
2. Mostre que as férmulas a seguir sdo tautologias:
(a) H = (Vo)p(x) — p(a)
(b) H = p(a) = (Fx)p(x)
3. Verifique se as féormulas a seguir sdo tautologias ou nao:
(a) H = (Va)p(z) = (Jz)p(x)
(b) H = (Va)(3y)p(z,y) = Gy)p(y.y)

4. Considere uma férmula H onde x nao ocorre livre, e uma férmula G
qualquer:
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(a) Mostre que as férmulas E; e Fy sdo equivalentes, considerando:
E,=Vz)(HVG)
Ey, =(HV (V2)QG)
(b) Mostre que as férmulas a seguir sdo equivalentes:
H = (3x)(p(x) = r(z))
G = (Vo)p(z) = (Fx)r(x)
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