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@j Sumario E

@ Introducdo a grafos
o Definicdes bésicas
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Lrj Grafo E

Um grafo ou rede é um modelo matematico que representa relacoes entre
objetos — nos ou vértices — de um determinado conjunto. Tais relacdes, no
modelo, sdo representadas por meio de arestas (também chamadas arcos
ou ramos) que interconectam tais vértices.

v

o Notacao: G(V,A): V é o conjunto — ndo-vazio — de vértices; e A é o
conjunto de arestas.

o Exemplo: V =1{1,2,3,4,5},
A=1(12), (1,3), (2,3), (2,5), (3,4), (3,5), (4,2), (4,5)}

(3

1 -~
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Visitar todas as quatro partes A, B, C e D da cidade (atual Kaliningrado, na
Rissia), voltando ao ponto de partida e passando apenas uma vez por cada
uma das sete pontes (a, b, ..., g) sobre o Rio Pregdlia.

Fonte: Leonhard Euler - The World of Mathematics, Volume 1, Public
Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=33336521
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o Leonhard Euler (séc. XVIII): ndo ha solucdo possivel.

Representacao do problema como um grafo:

o Vértices sao as partes de terra e arestas representam as pontes.

o A partir de qualquer vértice, nao é possivel encontrar um caminho que
passe por todos os outros lugares sem que se passe mais de uma vez
por pelo menos uma mesma aresta.
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Lrj Exemplos de aplicacoes

@ Redes sociais: modelagem de redes como Facebook, Instagram, etc.
(vértices sdo os perfis de usudrios; arestas, as relacdes);

@ Navegacao: modelagem de sistemas de navegacao, como aplicacoes
de GPS e Google Maps;

@ Biologia: pesquisas em redes neurais (reais), redes de proteinas, e
afins;
@ Comunicacoes: telefonia e fibras éticas, redes de computadores, etc.
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Lrj Conceitos E

o Vértice é cada item do conjunto em estudo representado no grafo.

o A representacao do vértice depende do problema estudado:

» Um individuo (perfil) numa rede social;

» Um lugar em um mapa;
» Um computador ou servidor numa rede, etc.

o :

P/ — - Firewall

3.

j |

e
y——\
Fonte: Harald Mihlbock - selbst erstellt mithilfe von xfig und der

xfig-libaries., CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=815692

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 9/49

o Cada aresta representa a ligac3do (conex3o) existente entre dois
vértices.
» Modela a relacao entre ambos;
» Dois vértices de um grafo sdo adjacentes — ou vizinhos — se existe uma
aresta interligando-os:

* Contatos ou seguidores numa rede social,
* Uma interacao biolégica entre duas proteinas;
* Uma ferrovia interligando duas estacGes em um mapa, etc.
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o A aresta é dirigida ou orientada se a relacao entre dois elementos
ocorre somente numa direcao.

» Depende da aplicacdo sendo modelada.
o O grafo é um grafo dirigido (digrafo) se todas as suas arestas forem
dirigidas.
» Num digrafo, é possivel haver uma conexdo a partir de um vértice A
para outro B, sem existir outra conexao no sentido oposto.

o@ ® 0{‘

grafo digrafo
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o Grau: o nimero de vizinhos que um vértice possui.
» Quantidade de arestas que chegam ao vértice, ou partem do mesmo.
o No caso de um digrafo, ha dois tipos:

» Grau de entrada: nimero de arestas que chegam ao vértice;
» Grau de saida: nimero de arestas que partem do vértice;

G(A) =3 Ge(A) =2; Gs(A) =
G(B) =1 Ge(B) =1; Gs(B) =

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 12 /49



o Caminho: sequéncia de vértices do grafo, onde cada vértice esta
conectado ao seguinte por meio de uma aresta.
» Comprimento: quantidade de vértices percorridos ao longo do caminho.

Caminhos: C-D-A-B ou B-A-D-C Caminho: C-D-A-B
(ambos comprimento: 4) (comprimento: 4)

o O primeiro vértice — o vértice inicial — estd conectado ao ultimo
vértice da sequéncia — o vértice final — se existe um caminho
interligando-os.

» Ex.: no digrafo do exemplo acima, C é conectado a B.

o No exemplo, todos sao caminhos simples, pois nenhum vértice
aparece mais de uma vez nos mesmos.

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 13 /49

o Ciclo: caminho fechado, em que o Vvértice inicial e o final sdo o0 mesmo.

» O comprimento do ciclo é o nimero de vértices percorridos do inicial
até o final, sem contar novamente este ultimo.

Ciclo: C-D-A
(comprimento: 3)

o Grafo aciclico: grafo que nao possui ciclos simples — nos quais cada
vértice aparece uma U(nica vez.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 14 / 49



o Laco: aresta que conecta um vértice a si préprio, i.e. o vértice de
origem e o de destino sdo o mesmo.
» todo laco é um ciclo de comprimento 1.

e{e &)

o Multigrafo: grafo que permite arestas multiplas — quando pares de
vértices adjacentes possuem mais de uma aresta os relacionando.
» Ex.: O grafo das pontes de Konigsberg visto.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 15 /49

o Arestas podem conter um peso (valor numérico) associado,
representando uma grandeza associada ao relacionamento dos vértices
que interliga (ex.: a distancia entre os mesmos).

o Um grafo é dito ponderado quando isto ocorre.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 16 / 49



o Exemplo pratico de grafo ponderado: um mapa rodoviario.
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Fonte: DER-MG - https://www.der.mg.gov.br/files/1950/Map
a-Rodoviario/22325/Mapa-Rodoviario-2021. pdf
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o O grafo é dito conexo se, para quaisquer dois vértices u e v, é possivel
encontrar um caminho de u para v ou vice-versa.

» o grafo é fortemente conexo se para qualquer par u e v, hd ambos os
caminhos — de u para v e de v para u.

Todo grafo n3o-direcionado conexo é, na verdade, fortemente conexo. )
grafo conexo digrafo fracamente conexo

(fortemente conexo)

o O digrafo acima é fracamente conexo: por exemplo, dado o par A e
D, existe um caminho de D até A, mas nao de A até D.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 18 /49
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o Se um grafo ou digrafo ndo é conexo, entdo o mesmo é desconexo.

» Cada subgrafo1 de um grafo desconexo que é, por si, conexo, é chamado
de componente conexa.

» Ha pelo menos duas componentes conexas num grafo desconexo.

1Gs(Vs, As) é subgrafo de um grafo G(V,A)se V. C Ve A, C A
FACOM32402 E.D. 2 2025/2 10 /49

o Um grafo G(V, A) é bipartido se seu conjunto de vértices V puder ser
dividido em dois subconjuntos disjuntos — sem interseccao — L e R tais
que toda aresta em E somente conecte vértices de subconjuntos
diferentes.

> i.e. se (u,v) € E, entdo necessariamente u € L e v € R, ou vice-versa,
onde LUR=V.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 20 /49



Lrj Sumario E

@ Introduc3o a grafos

o Representacoes
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@j Representacao computacional E

o Duas abordagens principais:

» Matriz de adjacéncias
» Lista de adjacéncias

o A melhor representacdo, dentre as duas, depende da aplicacdo. Nao
existe uma ideal para todos os casos.

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 22 /49



Lrj Matriz de adjacéncias E

o Um grafo G(V, A) contendo n vértices, i.e. |V| = n, é representado
numa matriz A = {a;;}, quadrada n x n, tal que:

1 se(i,j)€A;
djj = , .
0 caso contrario.

© n x n: custo computacional é ©(n?) — independe do niimero de arestas

|A| do grafo.
» N3o indicada para grafos com n alto, mas poucas arestas (grafo pouco
denso).
FACOM32402 E.D. 2 2025/2 23 /49

o Matriz de adjacéncias de um grafo (ndo-direcionado):

1 2 3 4
1{0 1 0 1
2|11 0 0 1
310 0 0 1
411 1 1 0

» A matriz é sempre simétrica.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 24 /49



o Matriz de adjacéncias de um digrafo:

e!o ®

» A simetria ocorre somente se para cada aresta (/,j) € A houver outra
correspondente (j, /) € A, para todo i, j € V.

A W N =

O O = Ok
O O O oI
_ O O O|Ww
OO O ~ Rr|IpH

FACOM32402 E.D.2 2025/2 25 /49

o Se o grafo ou digrafo é ponderado: representa-se o peso de cada
aresta diretamente na matriz A, i.e.:

wjj se (i,j) € Aetem peso wj;;
a,-j = .
0  caso contririo.

1 2 3 4
110 4 0 3,2
214 0 0 2
310 0 0 53
4132 2 530

FACOM32402 E.D.2 2025/2 26 /49



Lrj Lista de adjacéncias E

o Um grafo G(V/, A) contendo n vértices e m arestas, i.e. |V|=ne
|A| = m, é representado por um array (vetor) Adj com n listas, uma
para cada vértice de V.

o Para cada vértice u € V, a lista Adj[u] contém todos os vértices
adjacentes a u em G (representados por indices ou ponteiros).
» Ou seja, para cada vértice u € V, Adj[u] contém todos os vértices v tais
que a aresta (u, v) pertenca a A.
o O custo computacional é ©(n + m) — em geral menor que o custo no
caso de matriz de adjacéncias.
» Indicada para grafos com n alto, mas poucas arestas.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 27 /49

o Lista de adjacéncias de um grafo (n3o-direcionado):

4| e1+>» 1 |e1—» 2 > 3

» Cada aresta (u,v) € A é representada duas vezes:
uma na lista de adjacéncias do vértice u, e outra na lista do vértice v.
» A soma dos comprimentos das listas de adjacéncias dos vértices
corresponde a 2m = 2|A|.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 28 /49



o Lista de adjacéncias de um digrafo:

9!0 ®

4| 1> 3

?
v
’
I

» Cada aresta (u,v) € A é representada uma Unica vez.
» A soma dos comprimentos das listas de adjacéncias dos vértices
corresponde a m = |A.

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 29 /49

Lrj Sumario E

(@ Introducio a grafos

o Um tipo abstrato de dados (TAD) para grafo

FACOM32402 E.D.2 20252 30/ 49



Lrj Um tipo abstrato de dados (TAD) para grafo E

o Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C para
representacao por lista de adjacéncias.

» A ED sera referenciada mediante um ponteiro para a mesma, ao invés de
uma variavel do tipo Grafo diretamente.

e

» E como ocorre, por exemplo, com o tipo FILE em C.

> Isto permite ocultar a implementacdo, permitindo sua alteraciao sem interferir
no funcionamento de qualquer cédigo que o utilize — desde que a interface
seja respeitada.

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 31/49

o Modularizacao do TAD:

» grafo.h: a interface em si: definicdo do tipo opaco; funcGes disponiveis
para manipular o grafo (protétipos).

» grafo.c: o que deve ficar oculto do usuério, além da implementacao das
funcoes definidas pela interface. Inclui a definicao do tipo grafo.

o Tipo grafo: estrutura que contém:

» eh_ponderado:se as arestas tém peso ou n3o (i.e. grafo ponderado?);

» nro_vert: nimero de vértices que o grafo — tamanho do conjunto V/;

» grau_max: nimero maximo de arestas a qual um vértice podera se
conectar;

» arestas: ponteiro onde é alocada a matriz de arestas do grafo;

» pesos: ponteiro onde é alocada a matriz de pesos das arestas do grafo —
caso 0 mesmo seja ponderado;

» grau: ponteiro onde é alocado um vetor que armazena o namero de
arestas ja associadas a um vértice.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 32/49



Lrj Interface: grafo.h E

grafo.h

typedef struct grafo Grafo;

Grafo* cria_Grafo(int nro_vertices, int grau_max, int
eh_ponderado);

void libera_Grafo(Grafox gr);

int insereAresta(Grafox gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo, float peso);

int removeAresta(Grafox gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo);

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 33/49

@j Implementacao do TAD opaco Grafo: grafo.c E

N

© 0 N o o

10
11
12

13

grafo.c: bibliotecas usadas e definicdo do tipo

s{#include "Grafo.h"” //inclui os protdétipos

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

//Definicdo do tipo Grafo
struct grafo({
int eh_ponderado;
int nro_vertices;
int grau_max; // tamanho das listas
int** arestas; // array de arestas
float*x*x pesos;
int* grau; // quantidade de elementos em cada lista

}s

FACOM32402 E.D.2 2025/2 34 /49
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15

16
17
18
19
20
21
22
23
24

Criando um grafo | E

Exemplo de uso

Grafo =*gr;

gr = cria_Grafo (10, 7, 0);

grafo.c: criacao do grafo

Grafo* cria_Grafo(int nro_vertices, int grau_max, int
eh_ponderado){

Grafo =*gr;

gr = (Grafox*) malloc(sizeof(struct grafo));

if(gr != NULL)({
int 1;
gr->nro_vertices = nro_vertices;
gr->grau_max = grau_max;
gr->eh_ponderado = (eh_ponderado != 0)?1:0;
gr->grau = (intx) calloc(nro_vertices,sizeof(int));

FACOM32402

L

25

26

27

28
29
30

31
32

33
34
35
36

gr->arestas

intx));
for(i=0; i<nro_vertices; i++)

gr->arestas[i] = (int*) malloc(grau_max * sizeof(
int));

if(gr->eh_ponderado){
gr->pesos
sizeof (float*));

E.D.2 2025/2 35,49

Criando um grafo Il E

= (int#*%*) malloc(nro_vertices * sizeof (

= (float*x) malloc(nro_vertices *

for(i=0; i<nro_vertices; 1i++)
gr->pesos[i] = (float*x) malloc(grau_max *
sizeof (float));
3
3
return gr;
}
FACOM32402 E.D.2 2025/2 36 /49



gr

L

= cria_Grafo(10, 7, 0); arestas grau

0123456 -

o Cria um grafo com 10 vértices; 0 010

1 1[0

o Cada um pode se conectar com % g%

até outros 7; 4 4'11

5 5]0]

o Matriz 10 X 7 para as arestas; 6 6(0]

7 710]

o Vetor grau indica o nimero de 3 810/

conexoes para cada vértice 9 910
FACOM32402 E.D. 2 2025/2 37 /49

Exemplo de uso

Liberando o grafo da meméria |

T

Grafo =*gr;
gr = cria_Grafo (10, 7, 0);

libera_Grafo(gr);

grafo.c: liberando o grafo

38
39
40
41
42
43

44

45

void libera_Grafo(Grafox*x gr){
if(gr != NULL)({
int 1;

// libera a matriz de arestas

for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
free(gr->arestas[i]);

free(gr->arestas);

FACOM32402 E.D. 2
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Lrj Liberando o grafo da memdria Il E

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

// libera a matriz de pesos
if(gr->eh_ponderado){
for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
free(gr->pesos[il]);
free(gr->pesos);
3
free(gr->grau);
free(gr);

FACOM32402 E.D. 2 2025/2
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Lrj Inserindo uma aresta | E

58

59
60
61
62

63

64

Exemplo de uso

Grafo =*gr;

gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);

grafo.c: inserindo uma aresta no grafo

int insereAresta(Grafox gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo, float peso){
if(gr == NULL)
return O;

// verifica a existéncia dos vértices de origem e
destino

if(orig < 0 || orig >= gr->nro_vertices)
return O;

FACOM32402 E.D. 2 2025/2

40 /49



Ly

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77

78
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insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0); insereAresta(gr, 1, 3, 0
arestas grau arestas
Ol e ool 0123456
01 O[L
01
110 111 1[0[3
2 210 2
3 310, 3[1
4 410 4
5 5(0] 5
6 60 6
7 7(0] 7
38 8(0] 3
9 9(0] 9
FACOM32402 E.D. 2 2025/2

Inserindo uma aresta ||

if(dest < 0 || dest >= gr->nro_vertices)
return O;

// insere aresta ao final da linha
gr->arestas[orig]lgr->graulorigl]]
if(gr->eh_ponderado)

gr->pesos[orig]lgr->graulorig]] = peso;
gr->graulorig]++;

dest;

// insere a outra aresta se ndo for digrafo

if (eh_digrafo == 0)
insereAresta(gr,dest,orig,1,peso);
return 1;

41 /49
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Lrj Removendo uma aresta E

80

81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

91
92
93

94

Exemplo de uso

Grafo =*gr;

gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);

removeAresta(gr, 0, 1, 0, 0);

o Caso o ponteiro para grafo nao seja nulo, é preciso buscar pela aresta
a ser removida.

o A implementacao n3o é encadeada: € necessério, nas listas de
adjacéncia dos vértices envolvidos, ocupar as respectivas posicoes
sendo disponibilizadas pela exclusao.

o Como insereAresta(), retorna 1 se exclusdo for bem-sucedida, e 0
caso contrario.

FACOM32402 E.D.2 2025/2 43 /49

grafo.c: removendo uma aresta do grafo

int removeAresta(Grafox gr, int orig, int dest, int

eh_digrafo){

if(gr == NULL)
return O;

if(orig < 0 || orig >= gr->nro_vertices)
return O;

if(dest < 0 || dest >= gr->nro_vertices)
return O;

// procura pela aresta

int 1 = 0;

while(i < gr->graulorig] && gr->arestas[orig][i] !=
dest)
1++;

if(i == gr->graulorig]) // elemento nao encontrado
return O0;

gr->graulorig]--;

FACOM32402 E.D.2 2025/2 44 /49



95

96

97

98
99
100

101

gr->arestas[orig][i]
origll;
if(gr->eh_ponderado)
gr->pesos[orig][i]
11;

if(eh_digrafo
removeAresta(gr,dest,orig,1);

0)

gr->arestas[orig]llgr->graul

gr->pesos[origl]lgr->graulorig

return 1;

FACOM32402 E.D.2 2025/2 45 / 49
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0); removeAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);

arestas grau grau
0123456 . 0123456 .
011 01 0 010
11013 112] 1|3+ 1)1}
2 210] 2 210]
311 3(1] 311 31
4 410] 4 4(0]
5 5(0] 5 5(0]
6 60| 6 610
7 7(0] 7 70
38 8(0] 3 80
9 9[0 9 910
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Lrj Sumario E

(@ Introducio a grafos

o Exercicios
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Lrj Exercicios | E

@ Qual é o custo computacional da exclusdo (ou mesmo a consulta) de
uma aresta no codigo visto?

@ Este custo seria 0 mesmo para a implementacao por matriz de
adjacéncia? Justifique.

@ A partir da implementacao vista, adapte o cdédigo para a versao com
lista encadeada.
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