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Lrj Arvore geradora minima E

o Dado um grafo G(V, A), com n = |V/| vértices, uma arvore geradora
(em inglés, spanning tree) é um subgrafo T(V, Ar) contendo todos os
n vértices do grafo original, além de um subconjunto A7 C A com
|A7| = n— 1 arestas que permitam a conexdo entre tais vértices.

» O grafo G deve ser conexo;
» Tal subgrafo T é aciclico — dai o termo arvore.

——® —E—®

Um grafo (esq.) e uma possivel arvore geradora (dir.)
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Se o grafo, além de conexo, é ponderado, sua arvore geradora minima
(AGM) — em inglés, minimum spanning tree — é a arvore geradora cujo
custo (em termos da soma dos pesos das arestas) é o menor possivel.

o Além do grafo ser conexo e ponderado, deve ser n3o-direcionado (i.e.
n3o pode ser digrafo)

» Para quaisquer dois vértices na AG, existe um caminho que os une —
situacao em geral possivel somente sem direcionamento.
o Como todos os vértices estao conectados entre si, o calculo da arvore
geradora independe do vértice inicial.

O—D

Um grafo ponderado (esq.) e sua arvore geradora minima (dir.)
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Lrj Exemplos de uso

@ Minimizar custos em redes de comunicacao, eletricidade, transporte,
etc.

» Garante a interligacdo de todos os pontos com o menor custo possivel
em termos de circuitos integrados.

o Otimizacao de Infraestrutura em redes de computadores, rodovias,
tubulacoes e distribuicao de energia;

o Anilise de clusters (agrupamentos) em aprendizado de maquina;
o Segmentac3do de imagens;

o Aplicacdes em financas (correlacdes entre diferentes ativos); etc.
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@j Resolucao

o O problema da arvore geradora pode ser resolvido usando uma
estratégia que constréi a arvore incrementalmente;

@ A partir de um grafo G(V/, A), comeca-se com uma arvore T, com um
vértice e nenhuma aresta (grafo trivial);

@ Define-se a franja de T como o conjunto de todas as arestas (u, v) de
Ataisque u € T mas v ¢ T (i.e. arestas conectando um vértice na
arvore com outro fora).

Passo geral

enquanto a franja n3o estiver vazia:
tome uma aresta (u, v) da franja e troque T por T + (u, V)

@ Ao final, processo termina com franja vazia.

* Se |Vr| = |V|, o grafo é conexo. Caso contrério, V1 é isolado e
encontrou-se uma componente conexa.
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o Existem dois algoritmos classicos para obter solucdes 6timas para a
arvore geradora minima — quando a aresta da franja é a de menor

peso:

» Algoritmo de Prim
» Algoritmo de Kruskal

o Ambos sdo gulosos: a cada etapa, fazem a escolha melhor possivel no
momento, dentre as varias possibilidades.

o Diferenca entre eles estd na regra usada para encontrar as arestas que
fardo parte da arvore.
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@j Grafo ponderado para teste | E

A fim de demonstrar os algoritmos de arvore geradora minima, utilizamos o
seguinte grafo ponderado conexo:

Fonte: adaptado de BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de Dados em
Linguagem C. https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gateway/min
habiblioteca/9788521638315

A criacao do mesmo usa a seguinte implementacao, considerando-se um
maximo de 5 conexdes por vértice:
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https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gateway/minhabiblioteca/9788521638315
https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gateway/minhabiblioteca/9788521638315
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main.c — grafo de teste

Grafo ponderado para teste ||

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "Grafo.h”
int main(){

int eh_digrafo = 0;

Grafox gr = cria_Grafo(6, 6, 1);
insereAresta(gr, 0, 1, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 0, 2, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 0, 3, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 1, 2, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 1, 4, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 2, 3, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 2, 4, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 2, 5, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 3, 5, eh_digrafo,
insereAresta(gr, 4, 5, eh_digrafo,

FACOM32402 E.D. 2

// buscar pela AGM aqui

libera_Grafo(gr);
system("pause”);
return O;

6);
1);
5);
2);
5);
2);
6);
4);
4);
3);

Grafo ponderado para teste Il
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Lrj Sumario

(@ Arvore geradora minima em grafos

o Algoritmo de Prim

FACOM32402 E.D.2 20252 11/42

Lrj Algoritmo de Prim

o Parte de um vértice inicial;

o A cada iteracdo, busca a aresta de menor peso que conecte um vértice
da arvore a outro que ainda n3o esteja na mesma;

o O novo vértice é adicionado a arvore, e repete-se o0 processo;

o O algoritmo prossegue até que:

» Todos os vértices facam parte da arvore;
» N3o se pode encontrar uma aresta que satisfaca essa condicdo (grafo

desconexo).
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o A funcao que obtém a arvore recebe trés parametros:

@ o grafo
@ o vértice inicial da busca
@ um array que indicard, para cada vértice, qual o seu pai, ou seja, o
vértice anterior na AGM — correspondendo ao resultado da busca.
* 0o vértice do array cujo pai é seu préprio indice representa a raiz da
arvore.

main.c — algoritmo de Prim

insereAresta(gr, 4, 5, eh_digrafo, 3);

int pail[6];
arvoreGeradoraMinimaPrim_Grafo(gr, 0, pai);
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grafo.c — algoritmo de Prim

void arvoreGeradoraMinimaPrim_Grafo (Grafo *gr, int
orig, int *pai) {
int i, j, dest, primeiro, NV = gr->nro_vertices;
double menorPeso;

// vértices inicialmente ndo tém pai (exceto orig)
for(i=0; i < NV; i++)

paili]l = -1; // sem pai
pailorig] = orig; // vértice inicial: raiz da AGM
while (1){

primeiro = 1;

// percorre todos os vértices, e
// procura aresta de menor peso ligando um vértice
// ja na arvore a outro ainda ndo inserido
for(i=0; i < NV; i++) {
if (pai [i] !'= -1){ // vértice ja inserido:
// percorre-se seus vizinhos
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for(j=0; j<gr->graulil; j++) {
int vizinho = gr->arestas[i][j];
if (pailvizinho]l == -1){ // nao inserido
// busca aresta com menor peso
if (primeiro) {
menorPeso = gr->pesos[i]l[j];

orig = 1;
dest = vizinho;
primeiro = 0;
} else {
if (menorPeso > gr->pesos[il[jl){
menorPeso = gr->pesos[i][j];
orig = 1i;
dest = vizinho;
3
3
3
3
3
b
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if (primeiro == 1)
break;
pai[dest] = orig;
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Lrj Passo a passo E

pai
0f0
1]-1
2 (-1
31-1
41-1
51-1

Inicia o calculo com o vértice O.
Atribui seu préprio indice como pai.
O restante dos vértices recebem pai igual a -1 (sem pai)
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pai

0fO0

1]-1

2|0

31-1

41-1

51-1

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai € com menor peso: Vértice 2.
Atribui vértice 0 como pai do vértice 2.
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pai

0f0
112
210
31-1
4 1-1
51-1

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai € com menor peso: Vértice 1.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 1.
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pai

0fO0

112

2|0

312

41-1

51-1

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: Vértice 3.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.
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pai

0(0
112
210
312
4 1-1
Procura nos vértices com pai por um vizinho > b2
sem pai e com menor peso: Vvértice 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 5.
FACOM32402 E 20252 2242
pai
010
112
210
312
415
512

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai € com menor peso: Vértice 4.
Atribui vértice 5 como pai do vértice 4. Fim do calculo.
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Lrj Complexidade E

o Considerando um grafo G(V/, A), onde |V| é o nimero de vértices e |A]
é o nimero de arestas, a complexidade no pior caso é O(|V| x |A]|).
» Como |A| é proporcional a |V/|?, o custo é O(|V|?).
o A eficiéncia depende da forma usada para procurar a aresta de menor
peso.
» Usando uma fila de prioridades para as arestas, o custo pode ser

reduzido para O(|A|log|V|). Sugestao de leitura:
https://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/MS

T-prim.html#sec:prim3
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Lrj Sumario E

(@ Arvore geradora minima em grafos

o Algoritmo de Kruskal
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https://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/MST-prim.html#sec:prim3
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Lrj Algoritmo de Kruskal

o Considera cada vértice como uma arvore independente;

o A cada iteracao, o algoritmo procura a aresta de menor peso que
conecta duas arvores diferentes; Os vértices das arvores selecionadas
passam a fazer parte de uma mesma arvore;

o O algoritmo prossegue até que:

» Todos os vértices facam parte da arvore;
» N3o se pode encontrar uma aresta que satisfaca essa condicdo (grafo
desconexo).
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Diferenca entre ambos os algoritmos

o O algoritmo de Prim se inicia com um vértice e cresce uma (nica
arvore a partir dele;

o O algoritmo de Kruskal constréi uma floresta (varias arvores) ao longo
do tempo, e sdo unidas ao final do processo.
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o A

funcao que obtém a arvore recebe trés parametros:

@ o grafo
@ o vértice inicial da busca
@ um array que indicard, para cada vértice, qual o seu pai, ou seja, o

vértice anterior na AGM — correspondendo ao resultado da busca.

* 0o vértice do array cujo pai é seu préprio indice representa a raiz da

arvore.

main.c — algoritmo de Kruskal

insereAresta(gr, 4, 5, eh_digrafo, 3);

int pail[6];
arvoreGeradoraMinimaKruskal_Grafo(gr, 0, pai);
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grafo.c — algoritmo de Kruskal
void arvoreGeradoraMinimaKruskal_Grafo (Grafo *gr, int
orig, int *pai) {
int i, j, dest, primeiro, NV = gr->nro_vertices;
double menorPeso;
int *arv = (int*x) malloc(NVxsizeof (int));
// cada vértice inicialmente é uma arvore sem pai
for(i=0; i < NV; i++) {
pail[i]l = -1; // sem pai
arv[i] = 1i;
}
pailorig] = orig; // vértice inicial: raiz da AGM
while (1)({
primeiro = 1;
// percorre todos os vértices, e
// Procura aresta de menor peso ligando
// arvores diferentes
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for(i=0; i < NV; i++) {
for(j=0; j<gr->graulil; j++) {
int vizinho = gr->arestas[i][j];
if (arv[i] != arv[vizinhol){ // nao inserido
// busca aresta com menor peso
if (primeiro) {

menorPeso = gr->pesos[i][j];
orig = 1;
dest = vizinho;
primeiro = 0,
} else {

if (menorPeso > gr->pesos[i][j]1){
menorPeso = gr->pesos[il[j];

orig = 1;
dest = vizinho;
3
3
}
3
b
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if (primeiro == 1)
break;
if (pailorig]l == -1)
pailorig] = dest;
else
pai[dest] = orig;
// une as duas arvores da floresta selecionada
for(i=0; i < NV; i++)
if (arv[i] == arv[dest])
arv[i] = arvlorig];
}
free(arv);
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Lrj Passo a passo E

pai arv
0({0 0
11]-1 1
2 (-1 2
31-1 3
4 (-1 4
51-1 5

Inicia o calculo com o vértice O.
Atribui seu préprio indice como pai.
O restante dos vértices recebem pai igual a -1 (sem pai)
Inicializa a arvore com o indice do vértice.
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pai arv
0(0 0
11]-1 1
210 0
31-1 3
4 (-1 4
51-1 5

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 0 e 2.
Atribui vértice 0 como pai do vértice 2.

Todos que possuem arvore igual ao vértice 2 passam a ter
arvore igual ao vértice 0.
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pai arv

0f0 1
112 1
2|0 1
31-1 3
4 1-1 4
51-1 5

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 1 e 2.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 1.
Todos que possuem arvore igual ao vértice 2 passam a ter
arvore igual ao vértice 1.
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pai arv
0(0 1
112 1
210 1
312 1
4 (-1 4
51-1 5

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 2 e 3.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.
Todos que possuem arvore igual ao vértice 3 passam a ter
arvore igual ao vértice 1.
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pai arv

0f0 1
112 1
210 1
312 1
415 4
51-1 4

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 4 e 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.

Todos que possuem arvore igual ao vértice 3 passam a ter
arvore igual ao vértice 1.
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pai arv
0(0 1
112 1
210 1
312 1
415 1
512 1

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 2 e 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 5.
Todos que possuem arvore igual ao vértice 4 passam a ter
arvore igual ao vértice 1. Fim do calculo.
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Lrj Complexidade E

o Considerando um grafo G(V/, A), onde |V| é o nimero de vértices e |A]
é o nimero de arestas, a complexidade no pior caso é O(|V| x |A]|).
» Como |A| é proporcional a |V/|?, o custo é O(|V|?).
o A eficiéncia depende da forma usada para procurar a aresta de menor
peso.
» Usando uma estrutura de dados unido-busca (Union & Find), o custo

pode ser reduzido para O(|A|log|V|) — veja
https://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/MS

T-kruskal.html#sec:implementation.
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Lrj Sumario E
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https://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/MST-kruskal.html#sec:implementation
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Lrj Exercicios | E

@ (CORMEN, 2024) Forneca uma implementacdo simples do algoritmo
de Prim, que seja executada no tempo O(|V|?), quando o grafo
G(V, E) é representado como uma matriz de adjacéncias.

@ Mostre que um grafo G tem uma arvore geradora se, e somente se, G
é conexo. (Sugestdo: Use o algoritmo da arvore geradora.)

@ Escreva um algoritmo que conte o nimero de componentes de um
grafo. (Sugestdo: Use o algoritmo da arvore geradora.)
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@ BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de Dados em Linguagem
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Os materiais de parte desta secdo foram gentilmente cedidos por André R.
Backes (UFSCar); Bruno Travencolo e Christiane Brasil (FACOM/UFU).
TAD grafo: disponivel em:
https://www.facom.ufu.br/~backes/wordpress/ProjGrafo.zip.
Acesso em: 22/jan/2025.

Adaptacdes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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