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@j Sumario E

(@ Introducio a arvores
o DefinicGes basicas
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1y Arvore

Uma arvore é uma abstracao matematica usada para representar estruturas
hierarquicas nao lineares dos objetos modelados.

-

o E um tipo especial de grafo:

» Definida usando um conjunto de nds (ou vértices) e arestas
» Qualquer par de vértices estd conectado a apenas uma aresta

* Grafo n3o direcionado, conexo e aciclico (sem ciclos).
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Lrj Exemplos de aplicacoes

@ Genealogia: Relacdes de descendéncia (pai, filho, etc.)

@ Gestao/administracao: diagrama hierarquico de uma organizacao;
campeonatos de modalidades desportivas;

@ Biologia: taxonomia.
@ Computacao:
» Arvores trie (ou arvores de prefixo): usadas em mecanismos de busca e

corretores ortograficos.
» Representacio do espaco de solucoes de um problema.

* Ex.: jogo de xadrez — cada elemento da arvore correspondente a uma
determinada posicao das pecas no tabuleiro;

» Modelagem de algoritmos:

* Algoritmos e busca em largura (BFS) e profundidade (DFS), arvores de
decisdo (IA), etc.
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Lrj Arvore de decisdo

Devemos jogar ténis hoje ou n3o?

(Como esta o tempo?)

/ | \
Ensolarado Nublado Chuvoso

/ | \
(Umidade?) Sim (Vento?)

/ \ / \
Alta Normal Fraco Forte
| I | I

Nao Sim Sim Nao

Fonte: adaptado de HEMMAT, HAFID (2016).
https://arxiv.org/abs/1611.10338
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@j Estrutura de pastas e arquivos do S. O.
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Fonte: FrancoGG - Obra do préprio, CC BY-SA 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=766938
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Lrj Conceitos

o Vértice, ou no, é cada uma das entidades representadas na arvore.

o A representacao do vértice depende do problema estudado:

» Organizacdo do sistema operacional, onde cada vértice representa
justamente uma pasta ou diretério do sistema.
» Arvore trie: cada vértice pode representar uma letra ou prefixo.

()
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Fonte: https://chatgpt.com
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o Assim como em grafos, cada aresta representa a ligacdo (conex3o)
existente entre dois vértices.

o Raiz: vértice mais alto na arvore, o Ginico que nao possui pai.

o Pai ou ancestral: vértice antecessor imediato de outro vértice.
o Filho: o vértice sucessor imediato de outro vértice.

o No folha ou terminal: qualquer vértice que n3o possui filhos.

o N6 interno ou nao-terminal: vértice que possui ao menos um filho.

o Caminho: sequéncia de ndés, de modo que sempre existe uma aresta
conectando o né anterior ao seguinte.

» Existe exatamente um caminho da raiz até qualquer um dos vértices.
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Lrj Subarvores e grau

o Dado um nd, cada filho é considerado a raiz de uma nova subarvore;

o Qualquer nd é raiz de uma subarvore que consiste do préprio e dos nés
abaixo dele (conceito recursivo).

subarvores de C

o O grau de um nd é o niimero de subarvores (ou filhos) que possui.
» Nobs folhas possuem grau zero.
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Lrj Nivel e altura E

o E dado pelo nimero de nés no caminho entre o né em questao e a raiz
(nivel 0).

o Nobs sio classificados em diferentes niveis.

o Ou profundidade, corresponde ao total de niveis de uma arvore;

o Comprimento do caminho mais longo da raiz até uma de suas folhas.
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@j Tipos de arvores E

o Na computacao, assim como na natureza, existem varios tipos
diferentes de arvores.

o Cada uma delas foi desenvolvida pensando-se em distintas
possibilidades de aplicacdes:

arvore binaria de busca;
arvore AVL;

arvore rubro-negra;
arvore B, B+ e B*;
arvore 2-3;

arvore 2-3-4;

@ quadtree;

@ octree.

©e60606066

FACOM32402 E.D. 2 2025/2 12 /48



Lrj Arvore binéria de busca

[>

o Arvore binaria onde, para cada nd, seus descendentes da subarvore da
esquerda (direita) possuem valores menores (maiores) que o mesmo.

o Util em diversas aplicacdes, como bancos de dados (eficiéncia de
indices de pesquisa), compiladores (anélise de simbolos), IA (tomadas
de decisdo), dicionarios, filtragem de informacdes (firewall), etc.

o Dependendo das operacdes de insercdo/remoc3o, arvore pode ficar
desbalanceada, prejudicando eficiéncia. Duas variantes sanam o

problema:
@ Arvore AVL:

@ Arvore rubro-negra (ou red-black).

FACOM32402
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@j Arvore B e variantes

o A arvore B e suas variantes (B+ e B*) sdo EDs balanceadas usadas
principalmente para armazenar e organizar grandes volumes de dados
em sistemas que requerem acesso eficiente, como bancos de dados e

sistemas de arquivos.
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o Evolucdes das arvores bindrias de busca, otimizadas para minimizar
acessos a disco e maximizar eficiéncia em leitura e escrita.

o Arvore B+4: dados armazenados somente nas folhas;

o Arvore B*: otimizacdo para muitas insercdes/remocdes (politica de

divisdo);

o Arvores 2-3 e 2-3-4: Arvores B onde cada né pode ter 1 ou 2 chaves
(e 2 ou 3 filhos); ou 1 a 3 chaves e 2 a 4 filhos, respectivamente.

FACOM32402
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Lrj Quadtree e octree E

o Quadtree: ED usada para armazenar e organizar informacGes espaciais
de forma eficiente. Particiona recursivamente um espaco 2D em quatro
regioes menores, facilitando operacdes como busca, insercao e remocao
de elementos.

o Os dados armazenados em cada folha dependem da aplicacdo. Mais
comuns: computacdo grafica (armazenamento, compressio e
renderizacdo de imagens), Sistemas de Informacdes Geogréficas (GIS),
simulacdes fisicas e jogos (colisdes), indexacdo espacial (buscas), visdo
computacional.

o Octree: equivalente 3D da quadtree.
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Fonte: Lkjhsdfljsd - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=47469171
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Fonte: Wojciech Muta - Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4878903
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@j Sumario E

(@ Introduc3o a arvores

o Arvores binarias
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Lrj Arvores binérias

o Arvores onde cada n6 pode possuir nenhuma, uma ou no maximo
duas subarvores:

» Subarvore da esquerda e a da direita.

o Uteis em situacdes onde a cada passo é preciso tomar uma decisao
entre duas direcoes.

» Ex.: bancos de dados, compiladores, compressdo de dados (algoritmo
de Huffman), representacdo de expressGes aritméticas, etc.

\
|
N6a~ | | No a
esquerda | ! ¢~ direita
deA Mo ___ . ~_______ . deC
Subarvore Subarvore
esquerda direita
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o Existem trés tipos de arvores binarias:
@ Estritamente binaria;

@ Quase completa;
@ Cheia.

FACOM32402 2025/2 20 /48



Lrj Arvore estritamente binaria E

o Cada né possui sempre ou zero (no caso de né folha) ou duas
subarvores;

@ Nenhum nd tem filho Unico.

N

Arvore bindaria Arvore estritamente binaria
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Lrj Arvore binaria quase completa E

o A diferenca de altura entre as subarvores de qualquer né é no maximo
1.

o Se a altura da arvore é H, ent3o cada né folha estd no nivel H — 1
(altimo) ou H — 2.
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Lrj Arvore binaria cheia ou completa E

o Arvore estritamente binaria onde todos os nds folhas estao no mesmo
nivel.

o Caracteristicas:

» Ha exatamente 2" nds no nivel n;
» Uma arvore de altura H possui 2" — 1 nés.
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Lrj Sumario E

(@ Introducio a arvores

o Representacoes
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Lrj Representacao computacional

o Duas abordagens principais:

» Usando um array — Alocacao estatica;
» Usando uma lista encadeada — Alocacao dinamica.

@ Assim como em grafos, a melhor representacdo, dentre as duas,
depende da aplicacdo. Nao existe uma ideal para todos os casos.
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o Independentemente do tipo de alocacdo usado na implementacao da
arvore, as seguintes operacoes basicas sao possiveis:

Criacdo da arvore;

insercdo de um elemento;

remocao de um elemento;

busca por um elemento;

destruicao da arvore;

informacdes como niimero de nés, altura ou se estd vazia.

©e6006006
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Lrj Usando um array (heap) E

o Alocacao estatica: hd um maximo de nés — tamanho do array.
o A heap permite uma arvore bindria completa ou quase completa.

o Usa 2 funcoes para a posicao dos filhos a esquerda e a direita:
FILHO_ESQ(PAI) = 2 x PAI + 1
FILHO_DIR(PAI) = 2 *x PAI + 2

o Uso: quando todos os elementos e a estrutura da arvore sao
conhecidos a priori. Mais adequado para buscas frequentes.
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@j Usando lista encadeada (alocacdo dindmica) E

o Espaco de meméria alocado em tempo de execucao;
o Cresce a medida que novos elementos sao armazenados, e diminui a
medida que elementos s3ao removidos.

o Uso: nao necessita que se conheca previamente todos os elementos a
serem inseridos na arvore. A arvore a ser representada nao precisa ser
uma arvore bindria completa ou quase completa.

» Mais adequado na maioria das situacdes.

e L[| A | N

(B) (9
o) ® ® (© )| C N
@ 0 . X.. N4 X..
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Lrj Sumario E

(@ Introducio a arvores

o Um tipo abstrato de dados (TAD) para arvore binéria
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@j Um tipo abstrato de dados (TAD) E

para arvore binaria

o Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C para
representacao encadeada.

Relembrando: Tipo opaco

» A ED sera referenciada mediante um ponteiro para a mesma, ao invés de
uma variavel do tipo “arvore binaria” diretamente.

> Isto permite ocultar a implementacdo, permitindo sua alteraciao sem interferir

no funcionamento de qualquer cédigo que o utilize — desde que a interface
seja respeitada.
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Lrj Alocacao dinamica

o Para guardar o primeiro né da arvore utilizamos um ponteiro para

ponteiro;

» armazena-se o endereco de um ponteiro.

o Possibilita mudar quem é a raiz da arvore (caso necessario).
» Mudanca nao fica “visivel” para o usuério da ED.

ArvBin* raiz

raiz
NO
NO
*esq| dado | *dir
FACOM32402 E.D. 2 2025/2

o Modularizacdo do TAD:

31/48

» ArvoreBinaria.h: a interface em si: definicdo do tipo opaco; funcoes
disponiveis para manipular a arvore binaria (protétipos).

» ArvoreBinaria.c: o que deve ficar oculto do usuério, além da
implementacao das funcoes definidas pela interface. Inclui a definicdo do

tipo no.

o Tipo na: estrutura que contém:

» info: Representa a informacao, ou seja, os dados correspondentes ao
elemento (nd/vértice) em questdo;

* Para fins de simplicidade, serd no TAD ilustrado um int.

» %esq e *dir: ponteiros para os nés filhos a esquerda e a direita do né.

FACOM32402 E.

D.
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Lrj Interface: ArvoreBinaria.h E

ArvoreBinaria.h

1| typedef struct NOx ArvBin;

3l ArvBinx cria_ArvBin();

slvoid libera_ArvBin(ArvBin #*raiz);
51int estaVazia_ArvBin(ArvBin *raiz);
6lint altura_ArvBin(ArvBin *raiz);
71int totalNO_ArvBin(ArvBin *raiz);

Outras funcdes serdo vistas posteriormente.
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Lrj Definicao do né: ArvoreBinaria.c E

ArvoreBinaria.c: bibliotecas usadas e definicdo do tipo

include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
si#include "ArvoreBinaria.h"” //inclui os protdétipos

N =

struct NO{

int info;
7 struct NO *esq;
struct NO =*dir;

+;

(o) INE,|

© o
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Lrj Criando uma arvore binaria |

Exemplo de uso

ArvBinx raiz = cria_ArvBin();

ArvoreBinaria.c: criacdo da arvore binaria

11| ArvBin* cria_ArvBin(){
12 ArvBinx raiz = (ArvBinx) malloc(sizeof (ArvBin));
13 if(raiz != NULL)
14 *raiz = NULL;
15 return raiz;
16| }
FACOM32402 E.D. 2 2025/2 35 /48

Lrj Liberando a arvore binaria da memodria | E

Uso de duas funcdes:

uma auxiliar (n3o disponivel na interface) percorre e libera os nés; outra — a

que o usudrio chama — trata a raiz

Exemplo de uso

ArvBinx raiz = cria_ArvBin();

libera_ArvBin(raiz);

FACOM32402 E.D. 2 2025/2
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Lrj Liberando a arvore binaria da memoria |l

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

ArvoreBinaria.c: liberando a arvore binaria

void libera_NO(struct NO* no){
if(no == NULL)
return;
libera_NO(no->esq);
libera_NO(no->dir);

free(no);
no = NULL;
}
void libera_ArvBin(ArvBin* raiz){
if(raiz == NULL)
return;

libera_NO(*raiz); // libera cada nd
free(raiz); // libera a raiz

}

FACOM32402 E.D. 2 2025/2

Lrj Passo-a-passo

37/48

>

raiz

visita B

visita D

libera D, volta p/ B

libera B, volta p/ A

visita C

visita E

libera E, volta p/ C

visita F

O 0N OO W DN

libera F, volta p/ C

X
=
(@)

libera C, volta p/ A e

X libera A

libera raiz
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Lrj Informacdes bésicas sobre a arvore binaria E

Algumas informacdes sobre a arvore estdo inclusas no TAD, como:

o A arvore binaria estd vazia?
o Quantos elementos (nds) possui a arvore?

@ Qual a altura da arvore?
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Lrj Verificando se a arvore binaria esta vazia | E

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

if (estaVazia_ArvBin(raiz))
printf("A arvore binaria esta vazia\n");

ArvoreBinaria.c: arvore esta vazia?

1 int estaVazia_ArvBin(ArvBin #*raiz){
35 if(raiz == NULL)

36 return 1;

37 if(*xraiz == NULL)

38 return 1;

39 return O;

40| }
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Lrj Verificando se a arvore binaria esta vazia |l E

o Primeiro teste verifica se ponteiro ArvBin *raiz é NULL — problema na
criacao da arvore;

o Segundo teste verifica se existe uma raiz (arvore criada com sucesso,
mas n3o possui nenhum nd).
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Lrj Quantidade de elementos na arvore | E

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();
printf("A arvore possui %d ndés\n", totalNO_ArvBin(raiz)
)

ArvoreBinaria.c: quantidade de nés
20int totalNO_ArvBin(ArvBin *raiz){

43 if (raiz == NULL)
44 return O;
45 if (#¥raiz == NULL)
46 return O0;

a7 int totalNO_esq = totalNO_ArvBin (&((*raiz)->esq));
48 int totalNO_dir totalNO_ArvBin (&((*raiz)->dir));
49 return (totalNO_esq + totalNO_dir + 1);
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Lrj Quantidade de elementos na arvore |l E

50| }

o totalNO_ArvBin recebe como parametro um ponteiro para ponteiro —
ArvBin* ou struct NO*x;

o Como os nés sdo ponteiros simples (struct NO *), é preciso passar os
enderecos destes nas chamadas recursivas.
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Lrj Altura da arvore | E

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

printf("A arvore tem altura %d\n", altura_ArvBin(raiz))

’

ArvoreBinaria.c: altura

s20int altura_ArvBin(ArvBin =*raiz)({

53 if (raiz == NULL)
54 return O;
55 if (#¥raiz == NULL)
56 return O0;

57 int alt_esq altura_ArvBin(&((*raiz)->esq));
58 int alt_dir altura_ArvBin (&((*raiz)->dir));
59 if (alt_esq > alt_dir)
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Lrj Altura da arvore |l E

60 return (alt_esq + 1);
61 else

62 return(alt_dir + 1);
63| }

o Como no caso anterior, altura_ArvBin recebe como parametro um
ponteiro para ponteiro — ArvBin* ou struct NOxx;

o Como os nés sdo ponteiros simples (struct NO *), é preciso passar os
enderecos destes nas chamadas recursivas.
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@j Sumario E

(@ Introducio a arvores

o Exercicios
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Lrj Exercicios | E

@ Escreva uma funcao que percorra uma arvore binaria e conte o seu
ndmero de nds.

@ Escreva uma funcao que percorra uma arvore binéria e conte o seu
nimero de nds nao-folhas.
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