FACOM32402 — Estrutura de Dados 11

Prof. Renato Pimentel

2025/2
Sumario
1 Introdugao a grafos
1.1 Definigbes basicas . . . . . . . . . . ...
1.2 Representagbes . . . . . . . .. ... Lo
1.3 Um tipo abstrato de dados (TAD) para grafo . . .. ... .. ..
1.4 Exercicios . . . . . . . . .

Algoritmos de busca em grafos

2.1 Imtroducgdo. . . . . . . ...
2.2 Busca em profundidade . . . .. .. .. ... ... . ...
2.3 Buscaemlargura . . . . . .. ... oo
2.4 Busca pelo menor caminho . . . . ... ... Lo 0L
2.5 Exercicios . . . . . . ...

Arvore geradora minima em grafos

3.1 Imtrodugao. . . . ... .. ... o
3.2 Algoritmode Prim . . . ... ... L
3.3 Algoritmo de Kruskal . . . ... ... ... ......... ...
3.4 Exercicios . . . . ..

Introdugao a arvores

4.1 Definigoes bésicas . . . . . . . ..o oo
4.2 Arvores bindrias . . . .. ...
4.3 Representagdes . . . . . . .. ...
4.4 Um tipo abstrato de dados (TAD) para arvore bindria . . . . . .
4.5 Exercicios . . . . . ...

Arvore binaria de busca

51 Definicdo . . . . . ..
5.2 Inserciona ABB . . . .. ... .. o
53 Buscana ABB . . ... ... ...
54 Remogdona ABB . .. ... .. ...
5.5 Exercicios . . . . . ..



6 Percursos: pré-ordem, em-ordem e pds-ordem

6.1 Introducao. ... ... .. ... ... ...
6.2 Percurso pré-ordem . . . ... .. ... .. ... ....
6.3 Percurso em-ordem . . . . .. ... ..o
6.4 Percurso pés-ordem . . . . ...
6.5 Exercicios . . . . ... ... Lo o

9

Balanceamento de ABB — Arvores AVL

7.1 Imtroducdo. . . . . .. .. . ...
72 Arvore AVL . . . ...
7.3 TAD arvore AVL . . . . .. .. .. ... ... ... .
74 Rotagdes. . . . . . .. Lo
7.4.1 Rotacdo LL (simples a direita) . .. ... ...
7.4.2 Rotagdo RR (simples & esquerda) . . . . . . ..
7.4.3 Rotagdo LR (dupla a direita) . . . .. ... ..
7.4.4 Rotacdo RL (dupla & esquerda) . . . . . .. ..
745 Uso . . ... e
7.5 Imsercdodendéna AVL . . . . ... ... ... .. ...
76 Remogdodenéna AVL . .. ... ... ... .....
7.7 Exercicios . . . . . .. .. o

Tabelas hash

8.1 Definigbes bésicas e aplicagdes . . . . . . . . ... ...
8.2 Fungoes de hashing . . . . . . . .. ...
8.2.1 Métododadivisao . . . .. ... ... ...
8.2.2 Método da multiplicagdo . . . . . . .. ... ..
8.2.3 Métododadobra . . . ... ... ... ... ..
8.2.4 Cadeias de caracteres como chaves . . . . . ..
8.3 Um tipo abstrato de dados (TAD) para tabela hash

8.4 Insercao e busca sem tratamento de colisoes

8.5 Hashing universal, perfeito e imperfeito . . . . .. ..
8.6 Tratamento de colisbes . . . . . . . .. ... ... ...
8.7 Exercicios . . . .. ... .. .. ... e

Armazenamento secundario

9.1 Conceitos basicos . . . . . . . . ... ...
9.2 Indices ordenados . . . . . . ...
9.3 Arvore BT . . . . ...
9.4 Exercicios . . . . . . . ..o



Apresentacao
Objetivos e Ementa
Objetivos

e Geral: Capacitar ao aluno a aplicar algoritmos e estrutura de dados
adequados a solugao eficiente de problemas.

o Especificos: O aluno serd capaz de compreender e implementar estruturas
de dados envolvendo grafos, arvores e tabelas hash.

Ementa do curso

o Grafos;

o Arvores;

e Compressao de dados;

o Espalhamento (hashing);

o Estruturas de armazenamento secundario.
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Contetido previsto

1.

Grafos: defini¢oes bésicas e representagoes; TAD; percursos em busca e
profundidade; menor caminho; arvore geradora minima.

Arvores: defini¢oes bésicas e tipos; ABB e TAD; percursos; balanceamento;
algoritmo de Huffman (compressao).

Tabelas hash: definicao, aplicagbes; fungbes de hashing; tratamentos de
colisoes;

Armazenamento secunddrio: motivacao, indexagao; arvores B.

Avaliacao: aproveitamento e frequéncia

e 2 provas tedricas individuais:

— 04/12/2025 (P1) — 40 pontos
— 10/03/2026 (P2) — 40 pontos

« Trabalho em grupo (a ser implementado em C). Entrega:

— 19/02/2026 — 20 pontos

o Nota final (aproveitamento):

NF =P1+4+P24+T

o TDEs — trabalhos discentes efetivos: complementagoes de carga horéria, a

serem feitas ao longo do curso, na forma de listas de exercicios.
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Observagao importante
Atividades préaticas completa ou parcialmente copiadas, receberao nota zero,
tanto de quem copiou quanto quem forneceu o material. Mesmo nos casos em que
o aluno assuma que copiou ou forneceu, a nota serd mantida. Somente trabalhe
por si ou com os integrantes de seu grupo — no caso do projeto — e nao forneca
seu material aos demais.

O mesmo se aplica a materiais copiados, mesmo que parcialmente, de outras
fontes, como Internet, ou gerados por meio de LLM.

Avaliagao substitutiva

o Alunos que nao atingiram a nota 60 (somente) terdao direito a uma prova
substitutiva (SUB).

o Data: 17/03/2026
e O contetdo da prova sera o visto ao longo de todo o semestre.

e A prova vale 40 pontos, e substituird a nota da prova de menor nota, caso
Maior que a Mmesma.

e Caso prevaleca a nota da SUB, a NF neste caso serd dada por

NF = 60, se max (P1,P2)+ SUB+T > 60
| max (P1,P2)4+ SUB + T, caso contrério,

ou seja, o aluno que ficou de SUB terd nota mdxima 60, caso atinja na
mesma a pontuacio necessaria para ser aprovado.

Frequéncia
¢ O aluno que tiver frequéncia inferior a 75% é reprovado por faltas.

e A assiduidade serd computada através da chamada em sala durante as
aulas, em um horario aleatério apés 10 minutos do inicio de cada encontro
didrio. O professor podera adotar, a seu critério, caso haja demasiada
desisténcia de continuidade em sala, uma segunda chamada ao final do
segundo horério de aula.

o Falta em dia de prova: o aluno somente terd direito a fazer prova em nova
data caso apresente justificativa prevista pelas Normas de Graduacao.

« E responsabilidade do aluno controlar sua frequéncia, de modo a evitar
reprovagao por falta.

¢ O professor nao corrigira atividades de alunos que ja tenham sido reprovados
por falta. Inclusive, os mesmos néo terdo direito a SUB (Normas da
Graduacao).
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Aulas
o Tercas-feiras: 19:00 até 20:40 — Sala 5R-A 316;
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Atendimento e outras informacgoes

e Professor: Renato Pimentel
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o Material da disciplina:
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COM32402 — Estrutura de Dados II
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1 Introducao a grafos

1.1 Definicoes basicas
Grafo

Um grafo ou rede é um modelo mateméatico que representa relacdes entre objetos
— nos ou vértices — de um determinado conjunto. Tais relagoes, no modelo, sao
representadas por meio de arestas (também chamadas arcos ou ramos) que
interconectam tais vértices.

e Notagio: G(V,A): V é o conjunto — ndo-vazio — de vértices; e A é o
conjunto de arestas.

o Ezemplo: V ={1,2,3,4,5},
A={(1,2), (1,3),(2,3), (2,5), (3,4), (3,5), (4,2), (4,5)}

Exemplo classico

Pontes de Konigsberg, Prissia

Visitar todas as quatro partes A, B, C e D da cidade (atual Kaliningrado, na
Russia), voltando ao ponto de partida e passando apenas uma vez por cada uma
das sete pontes (a, b, ..., g) sobre o Rio Pregélia.

Fonte: Leonhard Euler - The World of Mathematics, Volume 1, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=33336521

o Leonhard Euler (séc. XVIII): ndo hé solucdo possivel.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=33336521

Representagao do problema como um grafo:

o Vértices sdo as partes de terra e arestas representam as pontes.

e A partir de qualquer vértice, ndo é possivel encontrar um caminho que
passe por todos os outros lugares sem que se passe mais de uma vez por
pelo menos uma mesma aresta.

Exemplos de aplicagoes

1. Redes sociais: modelagem de redes como Facebook, Instagram, etc. (vérti-
ces sdo os perfis de usudrios; arestas, as relagoes);

2. Navegagao: modelagem de sistemas de navegacao, como aplicagoes de GPS
e Google Maps;

3. Biologia: pesquisas em redes neurais (reais), redes de proteinas, e afins;

4. Comunicagoes: telefonia e fibras oticas, redes de computadores, etc.
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Fonte: Madhavicmu - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=48447204

Conceitos
e Vértice é cada item do conjunto em estudo representado no grafo
e A representacdo do vértice depende do problema estudado:

— Um individuo (perfil) numa rede social;

— Um lugar em um mapa;
— Um computador ou servidor numa rede, etc

Firewall

Fonte: Harald Miihlbock - selbst erstellt mithilfe von xfig und der
xfig-libaries., CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=815692

o Cada aresta representa a ligacdo (conexdo) existente entre dois vértices.

— Modela a relagdo entre ambos;
— Dois vértices de um grafo sdo adjacentes — ou vizinhos — se existe uma

aresta interligando-os:


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=48447204
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=815692

* Contatos ou seguidores numa rede social;
* Uma interacao bioldgica entre duas proteinas

)
x Uma ferrovia interligando duas estagdoes em um mapa, etc
A aresta ¢é dirigida ou orientada se a relagdo entre dois elementos ocorre
somente numa dire¢ao
— Depende da aplicacdo sendo modelada

O grafo é um grafo dirigido (digrafo) se todas as suas arestas forem dirigidas

— Num digrafo, é possivel haver uma conexfo a partir de um vértice A
para outro B, sem existir outra conexdo no sentido oposto

() ()
/e o/

@ @

grafo digrafo

Grau: o namero de vizinhos que um vértice possui

— Quantidade de arestas que chegam ao vértice, ou partem do mesmo
No caso de um digrafo, ha dois tipos

— Grau de entrada: nimero de arestas que chegam ao vértice

— Grau de saida: ndmero de arestas que partem do vértice

Caminho: sequéncia de vértices do grafo, onde cada vértice estd conectado
ao seguinte por meio de uma aresta

— Comprimento: quantidade de vértices percorridos ao longo do cami-
nho.

10
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Caminhos: C-D-A-B ou Caminho: C-D-A-
B-A-D-C(ambos comprimento: 4) B(comprimento: 4)

e O primeiro vértice — o vértice inicial — esta conectado ao ultimo vértice da
sequéncia — o vértice final — se existe um caminho interligando-os.

— Ex.: no digrafo do exemplo acima, C é conectado a B.

e No exemplo, todos sdo caminhos simples, pois nenhum vértice aparece
mais de uma vez nos mesmos.

e (liclo: caminho fechado, em que o vértice inicial e o final sdo o mesmo.

— O comprimento do ciclo é o nimero de vértices percorridos do inicial
até o final, sem contar novamente este tultimo.

Ciclo: C-D-A
(comprimento: 3)

o Grafo aciclico: grafo que nao possui ciclos simples — nos quais cada vértice
aparece uma unica vez.

e Lago: aresta que conecta um vértice a si proprio, i.e. o vértice de origem e
o de destino sdo o mesmo.

— todo lago é um ciclo de comprimento 1.

o Multigrafo: grafo que permite arestas multiplas — quando pares de vértices
adjacentes possuem mais de uma aresta os relacionando.

11



— Ex.: O grafo das pontes de Konigsberg visto.

o Arestas podem conter um peso (valor numérico) associado, representando
uma grandeza associada ao relacionamento dos vértices que interliga (ex.:
a distdncia entre os mesmos).

e Um grafo é dito ponderado quando isto ocorre.

o Exemplo pratico de grafo ponderado: um mapa rodoviario.

=g Qa X\ 4 -
O Araguar Sanfa 12\
Mato = t4 Luzia Dole
Grosso = Dot
[ artinésia \ »
Cruzeiro dos, 2 -~
xS} AL eixotos $ &W’Q
&)
Xapetuba O
o e W

Ny e
" ko h 2 A\ puirama

u

m

© T2
< b7
b

CASELE (X

Fonte: DER-MG - https://www.der.mg.gov.br/files/1950/Mapa-Rodov
iario/22325/Mapa-Rodoviario-2021.pdf

e O grafo é dito conexo se, para quaisquer dois vértices u e v, é possivel
encontrar um caminho de w para v ou vice-versa.

— o grafo é fortemente conexo se para qualquer par u e v, hd ambos os
caminhos — de u para v e de v para u.

Todo grafo nao-direcionado conexo é, na verdade, fortemente conexo.

12
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grafo digrafo fracamente conexo
conexo(fortemente
conexo)

e O digrafo acima é fracamente conexo: por exemplo, dado o par A e D,
existe um caminho de D até A, mas nao de A até D.

e Se um grafo ou digrafo nao é conexo, entao o mesmo é desconezo.

— Cada subgrafo! de um grafo desconexo que é, por si, conexo, é
chamado de componente conezxa.

— Ha& pelo menos duas componentes conexas num grafo desconexo.

e Um grafo G(V, A) é bipartido se seu conjunto de vértices V puder ser
dividido em dois subconjuntos disjuntos — sem interseccdo — L e R tais que
toda aresta em E somente conecte vértices de subconjuntos diferentes.

— i.e. se (u,v) € E, entdo necessariamente u € L e v € R, ou vice-versa,
onde LUR=V.

1G5(V5,A5) é subgrafo de um grafo G(V,A) se Vs CV e A;s CA

13



1.2 Representacgoes

Representagdo computacional
¢ Duas abordagens principais:

— Matriz de adjacéncias

— Lista de adjacéncias

e A melhor representacao, dentre as duas, depende da aplicacdo. Néo existe
uma ideal para todos os casos.

Matriz de adjacéncias

e Um grafo G(V, A) contendo n vértices, i.e. |V| = n, é representado numa
matriz A = {a;;}, quadrada n x n, tal que:

) N
aij:{ se (i,) € A;

0 caso contrario.

e n x n: custo computacional é ©(n?) — independe do niimero de arestas |A]
do grafo.

— Na&o indicada para grafos com n alto, mas poucas arestas (grafo pouco
denso).

o Matriz de adjacéncias de um grafo (ndo-direcionado):

1 2 3 4
0 110 1 0 1
Q‘ (3) 2[1 0 0 1
e 310 0 0 1
411 1 1 0
— A matriz é sempre simétrica.
e Matriz de adjacéncias de um digrafo:
1 2 3 4
(D 1o 0 0 1
e @ 211 0 0 1
e 310 0 0 O
410 0 1 0

14



— A simetria ocorre somente se para cada aresta (i,j) € A houver outra
correspondente (j,47) € A, para todo i, j € V.

diretamente na matriz A, i.e.:

_ Wi
aij = 0

Lista de adjacéncias

¢ Se o grafo ou digrafo é ponderado: representa-se o peso de cada aresta

se (i,7) € A e tem peso w;j ;

caso contrario.

1 2 3 4
110 4 0 32
214 0 0 2
3({0 0 0 53
4132 2 53 0

Um grafo G(V, A) contendo n vértices e m arestas, i.e. |V| =ne |A| =m,
é representado por um array (vetor) Adj com n listas, uma para cada

vértice de V.

Para cada vértice u € V, a lista Adj[u] contém todos os vértices adjacentes
a u em G (representados por indices ou ponteiros).

— Ou seja, para cada vértice u € V, Adjlu] contém todos os vértices v
tais que a aresta (u,v) pertenga a A.

O custo computacional é ©(n +m) — em geral menor que o custo no caso

de matriz de adjacéncias.

— Indicada para grafos com n alto, mas poucas arestas.

Lista de adjacéncias de um grafo (ndo-direcionado):

15
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— Cada aresta (u,v) € A é representada duas vezes:
uma na lista de adjacéncias do vértice u, e outra na lista do vértice v.

— A soma dos comprimentos das listas de adjacéncias dos vértices
corresponde a 2m = 2|A|.

o Lista de adjacéncias de um digrafo:

&@ﬁ
%E
<

(D)
) ®
@

w

N

— Cada aresta (u,v) € A é representada uma Unica vez.

N

— A soma dos comprimentos das listas de adjacéncias dos vértices
corresponde a m = |A|.

1.3 Um tipo abstrato de dados (TAD) para grafo

e Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C para
representacao por lista de adjacéncias.

Tipo opaco

— A ED sera referenciada mediante um ponteiro para a mesma, ao invés
de uma variavel do tipo Grafo diretamente.

— E como ocorre, por exemplo, com o tipo FILE em C.

— Isto permite ocultar a implementacao, permitindo sua alteragao sem
interferir no funcionamento de qualquer cédigo que o utilize — desde
que a interface seja respeitada.

¢ Modularizacao do TAD:

— grafo.h: a interface em si: defini¢do do tipo opaco; funcoes disponiveis
para manipular o grafo (protétipos).

— grafo.c: o que deve ficar oculto do usuario, além da implementacao
das funcoes definidas pela interface. Inclui a definicdo do tipo grafo.

e Tipo grafo: estrutura que contém:

— eh_ponderado:se as arestas tém peso ou nao (i.e. grafo ponderado?);

16



— nro_vert: numero de vértices que o grafo — tamanho do conjunto V;

— grau_max: numero maximo de arestas a qual um vértice podera se
conectar;

— arestas: ponteiro onde € alocada a matriz de arestas do grafo;

— pesos: ponteiro onde é alocada a matriz de pesos das arestas do grafo
— caso 0 mesmo seja ponderado;

grau: ponteiro onde é alocado um vetor que armazena o ntimero de
arestas ja associadas a um vértice.

Interface: grafo.h

grafo.h

typedef struct grafo Grafo;

Grafox cria_Grafo(int nro_vertices, int grau_max, int
eh_ponderado);

void libera_Grafo(Grafox gr);

int insereAresta(Grafox gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo, float peso);

int removeAresta(Grafo* gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo);

Implementacao do TAD opaco Grafo: grafo.c

grafo.c: bibliotecas usadas e defini¢do do tipo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "Grafo.h"” //inclui os protdétipos

//Definicdo do tipo Grafo
struct grafo{
int eh_ponderado;
int nro_vertices;
int grau_max; // tamanho das listas
intx* arestas; // array de arestas
float*x pesos;
int* grau; // quantidade de elementos em cada lista

3

Criando um grafo

Exemplo de uso

Grafo *gr;
gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
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grafo.c: criagdo do grafo

15| Grafox cria_Grafo(int nro_vertices, int grau_max, int
eh_ponderado){

16 Grafo *gr;

17 gr = (Grafo*) malloc(sizeof(struct grafo));

18 if(gr !'= NULL){

19 int i;

20 gr->nro_vertices = nro_vertices;

21 gr->grau_max = grau_max;

22 gr->eh_ponderado = (eh_ponderado != 0)?71:0;

23 gr->grau = (int*) calloc(nro_vertices,sizeof(int));
24

,
26 for(i=0; i<nro_vertices; i++)

25 gr->arestas = (int**) malloc(nro_vertices x sizeof(intx))

27 gr->arestas[i] = (int*) malloc(grau_max * sizeof(int));

29 if(gr->eh_ponderado)({

30 gr->pesos = (float*x) malloc(nro_vertices * sizeof (

floatx*));
31 for(i=0; i<nro_vertices; i++)

32 gr->pesos[i] = (float*) malloc(grau_max * sizeof(

float));
33 }
34 }

35 return gr;

gr = cria_Grafo(10, 7, 0); arestas
0123456

e Cria um grafo com 10 vértices;

¢ Cada um pode se conectar com
até outros 7;

e Matriz 10 x 7 para as arestas;

¢ Vetor grau indica o niimero de co-
nexoes para cada vértice

O© 00O Ui WN K~ O

Liberando o grafo da memoéria

Exemplo de uso

o]
—
Q
a

© OO U WNH—HO

[Slelelelelslelele]e]

Grafo *gr;
gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
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libera_Grafo(gr);

grafo.c: liberando o grafo

ssf void libera_Grafo(Grafox gr){

39 if(gr !'= NULL){

10 int i;

11

42 // libera a matriz de arestas

13 for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
14 free(gr->arestas[i]);
15 free(gr->arestas);

17 // libera a matriz de pesos

18 if(gr->eh_ponderado){

19 for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
50 free(gr->pesos[il);

51 free(gr->pesos);

}
53 free(gr->grau);
54 free(gr);

Inserindo uma aresta

Exemplo de uso

Grafo *gr;

gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);

grafo.c: inserindo uma aresta no grafo

ss|int insereAresta(Grafo* gr, int orig, int dest, int
eh_digrafo, float peso){

59 1‘r'(gr == NULL)

60 return 0;

62 // verifica a existéncia dos vértices de origem e

63 if(orig < 0 || orig >= gr->nro_vertices)
64 return O;
65 if(dest < 0 || dest >= gr->nro_vertices)
66 return 0;

68 // insere aresta ao final da linha
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69 gr->arestas[origllgr->graulorigl] = dest;
70 if(gr->eh_ponderado)
71 gr->pesos[origllgr->graulorigl] = peso;

72 gr->graulorig]l++;

7 // insere a outra aresta se ndo for digrafo
75 if (eh_digrafo == 0)
76 insereAresta(gr,dest,orig,1,peso);

77 return 1;
7s| }
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0); insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);
arestas grau arestas grau
0123456 . 0123456 .
0]1 0[1] 0]1 0[1]
1{0 111 1{0(3 112]
2 2(0] 2 210]
3 3(0] 3|1 31]
4 40] 4 410
5 910 5 5(0]
6 60| 6 60|
7 710] 7 710]
8 810] 8 810]
9 910] 9 910]

Removendo uma aresta

Exemplo de uso

Grafo *gr;

gr = cria_Grafo (10, 7, 0);
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);

removeAresta(gr, 0, 1, 0, 0);

« Caso o ponteiro para grafo ndo seja nulo, é preciso buscar pela aresta a ser
removida.

e A implementacdo nao é encadeada: é necessario, nas listas de adjacéncia dos
vértices envolvidos, ocupar as respectivas posigoes sendo disponibilizadas
pela exclusao.

e Como insereAresta(), retorna 1 se exclusio for bem-sucedida, e 0 caso
contrario.
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grafo.c: removendo uma aresta do grafo

so| int removeAresta(Grafo* gr, int orig, int dest, int

eh_digrafo){
if(gr == NULL)

return 0;

if(orig < 0 || orig >= gr->nro_vertices)
return 0;

if(dest < 0 || dest >= gr->nro_vertices)
return 0;

// procura pela aresta

int i = 0;

while(i < gr->graulorig] && gr->arestas[orig][i] != dest)
i++;

if(i == gr->graulorigl]) // elemento ndo encontrado
return 0;

gr->graulorig]l--;
gr->arestas[orig][il]
if(gr->eh_ponderado)
gr->pesos[orig][i]
if (eh_digrafo == 0)
removeAresta(gr,dest,orig,1);

gr->arestasl[origllgr->graulorigll;

gr->pesos[orig]llgr->graulorigll];

100 return 1;
01| }
insereAresta(gr, 0, 1, 0, 0); removeAresta(gr, 0, 1, 0, 0);
insereAresta(gr, 1, 3, 0, 0);
arestas grau arestas grau
0123456 - 0123456 -
0[1 0[1] 0 01]0]
110]3 1]2] 1|3¢ 1]1]
2 2(0] 2 210]
3(1 31] 3|1 31]
4 410] 4 4(0]
5 910 5 5(0]
6 6(0] 6 6 (0]
7 710] 7 710]
8 810] 8 810]
9 90] 9 9(0]
1.4 Exercicios
1. Qual é o custo computacional da exclusdo (ou mesmo a consulta) de uma

aresta no cédigo visto?

21




2. Este custo seria o mesmo para a implementagdo por matriz de adjacéncia?
Justifique.

3. A partir da implementagao vista, adapte o codigo para a versao com lista
encadeada.
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2 Algoritmos de busca em grafos

2.1 Introducao

¢ O objetivo das buscas em grafos é explorar os mesmos, de uma maneira
bem determinada.

— I.e. correspondem a processos sistematicos de como caminhar por
seus vértices e arestas.

e As trés principais formas de busca:

1. Busca em profundidade
2. Busca em largura

3. Busca pelo menor caminho

¢ De modo geral, as operagoes de busca dependem do wvértice inicial.

— O ponto de partida é um aspecto bastante importante da propria
busca.

— Por exemplo, em uma busca pelo menor caminho, temos que saber
b b
qual é o ponto de partida desse caminho.

Fonte: adaptado de BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de
Dados em Linguagem C. https://www.sistemas.ufu.br/bibliote
ca-gateway/minhabiblioteca/9788521638315

¢ A busca pode precisar visitar todos ou apenas um subconjunto dos vértices.
e Varios problemas em grafos podem ser resolvidos efetuando uma busca.

— Encontrar o caminho entre dois vértices conectados do grafo;

— Determinar o menor caminho entre dois vértices do grafo;

Resolucao de quebra-cabegas (labirintos);

Determinar componentes conexas (fortemente ou nio), etc.
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Grafo para teste
A fim de demonstrar os algoritmos de busca, utilizamos o seguinte digrafo:

A criagdo do mesmo usa a seguinte implementacio, considerando-se um
maximo de 5 conexdes por vértice:

main.c — grafo de teste

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

s|#include "Grafo.h”

int main(){

5 int eh_digrafo = 1;

6 Grafox gr = cria_Grafo(5, 5, 0);

N

8 insereAresta(gr,
9 insereAresta(gr,
10 insereAresta(gr,
11 insereAresta(gr,
12 insereAresta(gr,
13 insereAresta(gr,
14 insereAresta(gr,

, eh_digrafo, 0);
eh_digrafo, 0);
eh_digrafo, 0);
eh_digrafo, 0);
eh_digrafo, 0);
eh_digrafo, 0);
, eh_digrafo, 0);

AW W N—= =20
- O A~ DN W=

16 // realizar a busca aqui

18 libera_Grafo(gr);
10| system("pause”);
20 return 0;

2.2 Busca em profundidade

¢ O funcionamento da busca em profundidade pode ser assim descrito:

Partindo de um vértice inicial, a busca explora o maximo possivel cada
um dos vizinhos de um vértice antes de retroceder (backtracking).

o Em inglés: depth first search (DFS).
o Esse tipo de busca se inicia em um vértice e se aprofunda nos vértices

vizinhos deste até encontrar um dos dois casos:
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136

— o alvo da busca seja encontrado; ou

— um vértice sem vizinhos ainda nédo visitados.
o Retrocesso ou backtracking:

— O grafo é percorrido de maneira sistematica até que a busca falhe, ou
se encontre um vértice sem vizinhos.

* Nesse momento, entra em funcionamento o mecanismo de back-
tracking: a busca retorna pelo mesmo caminho percorrido, visando
encontrar um caminho alternativo.

¢ A funcéo que inicializa a busca — buscaProfundidade_Grafo() — recebe trés
parametros:

1. o grafo
2. o vértice inicial da busca

3. um array que marcara a ordem que cada vértice sera visitado — cor-
respondendo ao resultado da busca.

e Uma segunda funcdo, buscaProfundidade(), recebe, além dos mesmos 3
parametros acima, um contador de visitagio. Trabalha de forma recursiva.

— A recursao termina quando nao houver mais vizinhos a serem visitados.

main.c — busca em profundidade

insereAresta(gr, 4, 1, eh_digrafo, 0);

int vis[5];
buscaProfundidade_Grafo(gr, 0, vis);

grafo.c — busca em profundidade

void buscaProfundidade(Grafo xgr, int ini, int *visitado, int

*cont){
int i;

// marca o vértice como visitado; visita os vizinhos ainda
ndo visitados.
visitado[ini] = *cont;
(xcont)++;
for(i=0; i<gr->graulinil; i++){
if(!visitado[gr->arestas[inil[i]])
buscaProfundidade(gr,gr->arestas[ini][i],visitado,cont)
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grafo.c — busca em profundidade (inicial, chamada pelo programa principal)

visitado){
19 int i, cont = 1;

51 // marca os vértices como ndo-visitados.

52 for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
visitado[i] = 0;

buscaProfundidade(gr,ini,visitado,&cont);

55|}

is| void buscaProfundidade_Grafo(Grafo *gr, int ini, int x

Passo a passo

o

—_
[\

NN
El EE E B

w

e

[\
SIRSIEE

S

visitado cont =1

Inicia a busca com o vértice 0. Marca o vértice 0 como visitado e

executa a busca para o vértice adjacente (1)
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Marca o vértice 1 como visitado e
executa a busca para o primeiro vértice adjacente (3)
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visitado cont = 3
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Marca o vértice 3 como visitado e
executa a busca para o primeiro vértice adjacente nao visitado (4)
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Marca o vértice 4 como visitado.
Todos os vértices adjacentes ja foram visitados. Volta para o vértice 3

visitado cont =5
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Todos os vértices adjacentes ao vértice 3 ja foram visitados.

Volta para o vértice 1
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visitado cont =5
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Executa a busca para o
segundo vértice adjacente (2
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Marca o vértice 2 como visitado. A partir desse ponto o algoritmo apenas
volta na recursao (todos os vértices ja foram visitados) e finaliza a busca.
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Complexidade

o Considerando um grafo G(V, A), onde |V| é o ntimero de vértices e |A| é o
nimero de arestas, a complexidade no pior caso é:

— Custo de ir para cada vértice: O(|V));
— Custo de transitar em cada aresta: O(|4|);
— Complexidade da busca no pior caso: O(|V|+ |A|).
Aplicagoes
o Encontrar componentes conexas e fortemente conexas;
e Ordenacao topologica de um grafo;

e Procurar a saida de um labirinto;
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e Verificar se um grafo é completamente conexo:

— por exemplo, se uma rede de computadores estd funcionando correta-
mente ou nao;

o implementar a ferramenta de preenchimento de cor em editores de imagens.

2.3 Busca em largura

¢ O funcionamento da busca em largura pode ser assim descrito:

Partindo de um vértice inicial, a busca explora todos os vizinhos de um
vértice. Em seguida, para cada vizinho, repete-se esse processo, visitando
os vértices ainda inexplorados.

o Em inglés: breadth first search (BFS).

o Esse tipo de busca se inicia em um vértice e entdo visita todos os seus
vizinhos antes de se aprofundar na busca. Esse processo continua até que:
— o alvo da busca seja encontrado; ou

— nao existam mais vértices a serem visitados.
e O algoritmo usa o conceito de fila:

— O grafo é percorrido de maneira sistemética, primeiro marcando como
“visitados” todos os vizinhos de um vértice e em seguida comeca
a visitar os vizinhos de cada vértice na ordem em que eles foram
marcados.

— Para realizar essa tarefa, uma fila é utilizada para administrar a
visitagdo dos vértices
*x O primeiro vértice marcado (ou marcado a mais tempo) é o

primeiro a ser visitado.

e A funcido que realiza a busca recebe trés parametros:

1. o grafo
2. o vértice inicial da busca

3. um array que marcara a ordem que cada vértice sera visitado — cor-
respondendo ao resultado da busca.

29



main.c — busca em largura

insereAresta(gr, 4, 1, eh_digrafo, 0);

int vis[5];
buscalLargura_Grafo(gr, 0, vis);

grafo.c — busca em largura

3l void buscalLargura_Grafo(Grafo *gr, int ini, int *visitado){

int i, vert, NV, cont = 1;
int xfila, IF = 0, FF = 0; // IF/FF: inicio/final da fila

// marca os vértices como ndo-visitados
for(i=0; i<gr->nro_vertices; i++)
visitado[i] = 0;

n n

// Cria a fila; visita e insere "ini"” na mesma.

NV = gr->nro_vertices;
fila = (intx) malloc(NV * sizeof(int));

FF++;
fila[FF] = ini;
visitado[ini] = cont;

while (IF != FF){
// toma o primeiro da fila
IF = (IF + 1) % NV;
vert = fila[IF];

//cont++;

// visita os vizinhos ainda nado visitados, colocando-os
na fila
for(i=0; i<gr->graulvert]; i++){
if(!visitadol[gr->arestas[vert][i]]){
FF = (FF + 1) % NV;
fila[FF] = gr->arestas[vert][i];
visitado[gr->arestas[vert]J[i]] = ++cont;

}
free(fila);
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Passo a passo

visitado fila
' [ O L
XX R [
“ [T B
O——XD [FL-] [
Y 0
Inicializa a busca em largura.
Visita e insere na fila o vértice 0.
visitado fila
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Remove vértice 0 da fila.
Insere na fila o vértice adjacente (1) que néo foi visitado.
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Remove vértice 1 da fila.
Insere na fila os vértices adjacentes (3 e 2) que nao foram visitados.



visitado fila
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Remove vértice 3 da fila.
Insere na fila o vértice adjacente (4) que nao foi visitado.
visitado fila
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Remove vértice 2 da fila.
Vértices adjacentes ja foram visitados.
visitado fila

o

alo

55

i
N N

1]
g
~

Remove vértice 4 da fila. Vértices adjacentes ja foram visitados.
Fila vazia: fim da busca!
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Complexidade

o Considerando um grafo G(V, A), onde |V| é o ntimero de vértices e |A| é o
nimero de arestas, a complexidade no pior caso é:
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— Custo de insercao e remocao em fila: constante;

— Custo de enfileirar e remover todos os vértices uma vez: O(|V|);

Custo de utilizar todas as arestas: O(|A|);

Complexidade da busca no pior caso: O(|V| + |4]).

Aplicagoes
o Encontrar todos os vértices conectados a apenas uma componente conexa;
e Encontrar o menor caminho entre dois vértices;
o Testar se um grafo é bipartido;
e Roteamento: encontrar um nimero minimo de hops em uma rede;

— Os hops sao os vértices intermediarios no caminho correspondente a
conexao.

e Encontrar o nimero minimo de intermediarios entre 2 pessoas.

2.4 Busca pelo menor caminho

¢ Relembrando:

— Dado um grafo G(V, A), um vértice u € V estd conectado a outro
vértice, v € V se existe um caminho de u para v.

¢ Quando u e v sdo adjacentes (vizinhos), o menor caminho de u para v é a
aresta que os conecta.

e No entanto, é muito comum nao existir uma aresta conectando u e v
diretamente.

— Por exemplo, os vértices 0 e 4 nao sao adjacentes.

e Quando u e v ndo sdo adjacentes, mas conectados, é possivel representar
o(s) caminho(s) de u para v em termos das arestas que compdem o(s)
mesmo(s);
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— No digrafo sendo usado, um possivel caminho de 1 para 4 é dado por
0,1), (1,2), (2,4).
Outra possibilidade: (0,1), (1,3), (3,4).

Menor caminho

O menor caminho (ou caminho geodésico) entre dois vértices é o que
representa o menor comprimento® dentre todos os caminhos possiveis entre
ambos.

— Ambos os caminhos acima tém comprimento 3.

— em grafos ponderados, o comprimento do caminho corresponde a soma
dos pesos das arestas que o define.

Algoritmo de Dijkstra

¢ Uma das maneiras de achar o menor caminho é utilizando o algoritmo de
Dijkstra:
— Talvez o mais conhecido algoritmo;
— Trabalha com grafos e digrafos, ponderados ou nao.
— No caso de um grafo ponderado, as arestas ndo podem ter pesos

negativos;

o Como funciona o algoritmo de Dijkstra:

Partindo de um vértice inicial, o algoritmo de Dijkstra calcula a menor
distancia deste vértice a todos os demais a ele conectados.

e A funcao que inicializa a busca — menorCaminho_Grafo() — recebe quatro
parametros:
1. o grafo
2. o vértice inicial
3. um array, ant, para armazenar o antecessor dos vértices no caminho
4

. outro array, dist, para a distdncia a partir do vértice inicial.
e Qutra fungdo, procuraMenorDistancia(), recebe trés pardmetros:

— 0 array dist
— um segundo array, para representar os vértices visitados; e

— o ndimero de vértices do grafo.

2Neste caso, definido em termos da quantidade de arestas do caminho.
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main.c — busca pelo menor caminho

insereAresta(gr, 4, 1, eh_digrafo, 0);

int ant[5];
float dist[5];
menorCaminho_Grafo(gr,0, ant, dist);

grafo.c — menor caminho

int procuraMenorDistancia(float =*dist, int *visitado, int NV)
{
int i, menor = -1, primeiro = 1;
for (i=0; i < NV; i++){
// procura vértice com menor distadncia e que ndo tenha
sido visitado
if (dist[i] >= 0 && visitado[i] == 0){
if(primeiro){
menor = 1i;
primeiro = 0;
} else {
if (dist[menor] > dist[i])
menor = 1i;

}

return menor;

grafo.c — menor caminho

void menorCaminho_Grafo(Grafo *gr, int ini, int =*ant, float *

dist){
int i, cont, NV, ind, *visitado, vert;
cont = NV = gr->nro_vertices;

// cria vetor auxiliar. Inicializa distdncias e anteriores
visitado = (int*) malloc(NV x sizeof(int));
for(i=0; i < NV; i++){
ant[i] = -1;
dist[i] = -1;
visitado[i] = O0;
3
dist[ini] = 0;

// procura vértice com menor distdncia e o marca como
visitado
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187 while(cont > 0){

188 vert = procuraMenorDistancia(dist, visitado, NV);
189 //printf("u = %d\n",u);

190 if(vert == -1)

191 break;

192

103 visitado[vert] = 1;

194 cont--;

196 for(i=0; i<gr->graulvert]; i++){ // para cada vértice
vizinho

197 ind = gr->arestas[vert][i];

108 // atualiza distancias dos vizinhos

199 if(dist[ind] < 0){

200 dist[ind] = dist[vert] + 1;//0ou peso da aresta
201 ant[ind] = vert;

202 }else{

203 if(dist[ind] > dist[vert] + 1){

204 dist[ind] = dist[vert] + 1;//o0ou peso da aresta
205 ant[ind] = vert;

209 }

211 free(visitado);

Passo a passo

dist ant visitado
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Inicia o calculo com o vértice 0.
Atribui distancia ZERO a ele (inicio).
O restante dos vértices recebem distancia -1
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dist ant visitado
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Recupera vértice com menor distancia ainda nao visitado
e 0 marca como visitado: vértice 0.
Verifica e atualiza (se necessério) dist e ant do vértice adjacente (1)
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dist ant visitado
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Recupera vértice com menor distancia ainda nao visitado
e 0 marca como visitado: vértice 1.
Verifica e atualiza (se necessério) dist e ant dos vértices adjacentes (2 e 3)
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dist ant visitado
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Recupera vértice com menor distancia ainda nédo visitado
e 0 marca como visitado: vértice 2.
Verifica e atualiza (se necessario) dist e ant do vértice adjacente (4)

IS

Recupera vértice com menor distancia ainda nao visitado
e o marca como visitado: vértice 3.
Verifica e atualiza (se necessario) dist e ant dos vértices adjacentes (0 e 4)
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dist ant visitado
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Recupera vértice com menor distancia ainda nédo visitado
e 0 marca como visitado: vértice 4. Verifica e atualiza (se necessério)
dist e ant do vértice adjacente (1). Todos visitados: fim
Aplicagoes
o Encontrar o grau de separagao entre duas pessoas em uma rede social;
e Encontrar um trajeto num mapa rodoviario;
e Programar robos para explorar areas;

e Algoritmos de roteamento.

2.5 Exercicios

1. Escreva um algoritmo para verificar se um grafo é aciclico, usando busca
em profundidade.

2. Escreva um algoritmo para determinar as componentes conexas de um
grafo, usando busca em profundidade.

3. Escreva uma versao nao recursiva do algoritmo de busca em profundidade.
Dica: o algoritmo de busca em largura usa uma fila. No caso da DFS, qual
ED auxiliar seria mais apropriada para evitar a recursao?

4. Adapte o algoritmo de Dijkstra visto para trabalhar com grafos ponderados,
e em seguida, explique: por que nao é possivel trabalhar com pesos menores
que zero?

5. Adapte os algoritmos das buscas em profundidade e largura para se traba-
lhar com matriz de adjacéncias.
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3 Arvore geradora minima em grafos

3.1 Introducgao

e Dado um grafo G(V, A), com n = |V| vértices, uma drvore geradora (em
inglés, spanning tree) é um subgrafo T'(V, Ar) contendo todos os n vértices
do grafo original, além de um subconjunto Ar C A com |Ap| =n—1
arestas que permitam a conexao entre tais vértices.

— O grafo G deve ser conexo;

— Tal subgrafo T' é aciclico — dai o termo drvore.

D 3 4 2 (3) 4
N4 2/

Um grafo (esq.) e uma possivel drvore geradora (dir.)

Se o grafo, além de conexo, é ponderado, sua drvore geradora minima (AGM) —
em inglés, minimum spanning tree — é a arvore geradora cujo custo (em termos
da soma dos pesos das arestas) é o menor possivel.

e Além do grafo ser conexo e ponderado, deve ser ndo-direcionado (i.e. nao
pode ser digrafo)

— Para quaisquer dois vértices na AG, existe um caminho que os une —
situacao em geral possivel somente sem direcionamento.

e Como todos os vértices estdo conectados entre si, o cdlculo da arvore
geradora independe do vértice inicial.

Um grafo ponderado (esq.) e sua arvore geradora minima (dir.)

41



Exemplos de uso

e Minimizar custos em redes de comunicacao, eletricidade, transporte, etc.

— Garante a interligacdo de todos os pontos com o menor custo possivel
em termos de circuitos integrados.

¢ Otimizacdo de Infraestrutura em redes de computadores, rodovias, tubula-
¢oes e distribuicao de energia;

o Andlise de clusters (agrupamentos) em aprendizado de méquina;
e Segmentagdo de imagens;

o AplicagGes em finangas (correlagdes entre diferentes ativos); etc.

Resolugao

e O problema da arvore geradora pode ser resolvido usando uma estratégia
que constréi a arvore incrementalmente;

1. A partir de um grafo G(V, A), comega-se com uma drvore 7', com um
vértice e nenhuma aresta (grafo trivial);

2. Define-se a franja de T como o conjunto de todas as arestas (u,v) de
A tais que u € T mas v ¢ T (i.e. arestas conectando um vértice na
arvore com outro fora).

Passo geral
enquanto a franja nao estiver vazia:
tome uma aresta (u,v) da franja e troque T por T + (u,v)
3. Ao final, processo termina com franja vazia.
— Se |Vr| = |V, o grafo é conexo. Caso contrario, Vr é isolado e

encontrou-se uma Componente conexa.

o Existem dois algoritmos classicos para obter solugoes étimas para a drvore
geradora minima — quando a aresta da franja é a de menor peso:

— Algoritmo de Prim
— Algoritmo de Kruskal

e Ambos sdo gulosos: a cada etapa, fazem a escolha melhor possivel no
momento, dentre as varias possibilidades.

« Diferenca entre eles estd na regra usada para encontrar as arestas que fardo
parte da arvore.
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Grafo ponderado para teste
A fim de demonstrar os algoritmos de arvore geradora minima, utilizamos o
seguinte grafo ponderado conexo:

Fonte: adaptado de BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de Dados em
Linguagem C. https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gateway/minhabibl
ioteca/9788521638315

A criagdo do mesmo usa a seguinte implementacdo, considerando-se um
maximo de 5 conexdes por vértice:

main.c — grafo de teste

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
s|#include "Grafo.h”
int main(){
int eh_digrafo = 0;
6 Grafox gr = cria_Grafo(6, 6, 1);

N

IS

8 insereAresta(gr,
9 insereAresta(gr,
10 insereAresta(gr,
11 insereAresta(gr,
12 insereAresta(gr,
13 insereAresta(gr,
14 insereAresta(gr,
15 insereAresta(gr,
16 insereAresta(gr,
17 insereAresta(gr,

eh_digrafo, 6);
eh_digrafo, 1);
eh_digrafo, 5);
eh_digrafo, 2);
eh_digrafo, 5);
eh_digrafo, 2);
eh_digrafo, 6);
eh_digrafo, 4);
eh_digrafo, 4);
eh_digrafo, 3);

A WNMNNDNDN= =2 OO O
g o1 O Wb NDWND =

19 // buscar pela AGM aqui

21 libera_Grafo(gr);
22| system(”pause”);
23 return 0;
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3.2 Algoritmo de Prim

e Parte de um vértice inicial;

e A cada iteragao, busca a aresta de menor peso que conecte um vértice da
arvore a outro que ainda nao esteja na mesma;

¢ O novo vértice é adicionado a érvore, e repete-se o processo;
e O algoritmo prossegue até que:

— Todos os vértices fagam parte da arvore;

— Naio se pode encontrar uma aresta que satisfaga essa condicao (grafo
desconexo).

e A funcdo que obtém a arvore recebe trés parametros:

1. o grafo
2. o vértice inicial da busca

3. um array que indicard, para cada vértice, qual o seu pai, ou seja, o
vértice anterior na AGM — correspondendo ao resultado da busca.

— o vértice do array cujo pai é seu préprio indice representa a raiz
da arvore.

main.c — algoritmo de Prim

19 insereAresta(gr, 4, 5, eh_digrafo, 3);

21 int pail6];
22 arvoreGeradoraMinimaPrim_Grafo(gr, 0, pai);

grafo.c — algoritmo de Prim

03| void arvoreGeradoraMinimaPrim_Grafo (Grafo *gr, int orig, int
*pai) {

104 int i, j, dest, primeiro, NV = gr->nro_vertices;

105 double menorPeso;

107 // vértices inicialmente ndo tém pai (exceto orig)
108 for(i=0; i < NV; i++)

109 paili]l = -1; // sem pai

110 pailorig] = orig; // vértice inicial: raiz da AGM
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while (1){
primeiro = 1;
// percorre todos os vértices, e
// procura aresta de menor peso ligando um vértice
// ja& na arvore a outro ainda ndo inserido
for(i=0; i < NV; i++) {
if (pai [i] != -1){ // vértice ja inserido:
// percorre-se seus vizinhos
for(j=0; j<gr->graulil; j++) {
int vizinho = gr->arestas[il[j];
if (pailvizinho] == -1){ // nado inserido
// busca aresta com menor peso
if (primeiro) {
menorPeso = gr->pesos[il[j];

orig = 1i;
dest = vizinho;
primeiro = 0;

} else {

if (menorPeso > gr->pesos[il][j1){
menorPeso = gr->pesos[il[j];

orig = 1i;
dest = vizinho;
}
3
3
}
}
3
if (primeiro == 1)
break;

paildest] = orig;
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Passo a passo
pai
o [o]
!
2
3
!
Inicia o calculo com o vértice 0.

:
Atribui seu proprio indice como pai.

O restante dos vértices recebem pai igual a -1 (sem pai)

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: vértice 2.
Atribui vértice 0 como pai do vértice 2.
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Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: vértice 1.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 1.

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: vértice 3.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: vértice 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 5.
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pai

Procura nos vértices com pai por um vizinho
sem pai e com menor peso: vértice 4.
Atribui vértice 5 como pai do vértice 4. Fim do calculo.

Complexidade

e Considerando um grafo G(V, A), onde |V| é o ntimero de vértices e |A| é o
nimero de arestas, a complexidade no pior caso é O(|V| x |A]).

— Como |A| é proporcional a |V|?, o custo é O(|V]3).
e A eficiéncia depende da forma usada para procurar a aresta de menor peso.

— Usando uma fila de prioridades para as arestas, o custo pode ser
reduzido para O(|Allog|V]). Sugestio de leitura: https://www.im
e.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/MST-prim.html#sec:
prim3

3.3 Algoritmo de Kruskal

¢ Considera cada vértice como uma arvore independente;

e A cada iteracao, o algoritmo procura a aresta de menor peso que conecta
duas arvores diferentes; Os vértices das arvores selecionadas passam a fazer
parte de uma mesma arvore;

e O algoritmo prossegue até que:

— Todos os vértices facam parte da arvore;

— Nao se pode encontrar uma aresta que satisfaca essa condicdo (grafo
desconezo).
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Diferenca entre ambos os algoritmos

e O algoritmo de Prim se inicia com um vértice e cresce uma tnica arvore a
partir dele;

o O algoritmo de Kruskal constréi uma floresta (virias arvores) ao longo do
tempo, e sdo unidas ao final do processo.

e A funcdo que obtém a arvore recebe trés parametros:

1. o grafo
2. o vértice inicial da busca

3. um array que indicara, para cada vértice, qual o seu pai, ou seja, o
vértice anterior na AGM — correspondendo ao resultado da busca.

— o vértice do array cujo pai é seu préprio indice representa a raiz
da arvore.

main.c — algoritmo de Kruskal

19 insereAresta(gr, 4, 5, eh_digrafo, 3);

21 int pail[6];
22 arvoreGeradoraMinimaKruskal_Grafo(gr, 0, pai);

grafo.c — algoritmo de Kruskal

127| void arvoreGeradoraMinimaKruskal_Grafo (Grafo *gr, int orig,
int xpai) {

148 int i, j, dest, primeiro, NV = gr->nro_vertices;

149 double menorPeso;

150 int *arv = (int*) malloc(NVxsizeof (int));

152 // cada vértice inicialmente é uma arvore sem pai
153 for(i=0; i < NV; i++) {

154 pail[i] = -1; // sem pai

155 arv[i]l = i;

156 }

157 pailorig] = orig; // vértice inicial: raiz da AGM
158

159 while (1){

160 primeiro = 1;

161 // percorre todos os vértices, e
162 // Procura aresta de menor peso ligando
163 // arvores diferentes
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189

190

191

192

194

195

197

198

for(i=0; i < NV; i++) {
for(j=0; j<gr->graulil; j++) {
int vizinho = gr->arestas[il[j];
if (arv[il != arv[vizinhol){ // ndo inserido
// busca aresta com menor peso
if (primeiro) {
menorPeso = gr->pesos[il[j];

orig = 1i;
dest = vizinho;
primeiro = 0;

} else {

if (menorPeso > gr->pesos[il[j1){
menorPeso = gr->pesos[il[j];

orig = 1i;
dest = vizinho;
3
}
}
}
}
if (primeiro == 1)
break;

if (pailorigl == -1)
pailorig] = dest;
else
pail[dest] = orig;

// une as duas arvores da floresta selecionada
for(i=0; i < NV; i++)
if (arv[i] == arv[dest])
arv[i] = arv[orig];
3

free(arv);
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Passo a passo

Inicia o calculo com o vértice 0.
Atribui seu préprio indice como pai.

ie)
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v
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1 1 1 1 1

=~ w \V]

ot

O restante dos vértices recebem pai igual a -1 (sem pai)

Inicializa a arvore com o indice do vértice.

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 0 e 2.
Atribui vértice 0 como pai do vértice 2.
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ot

Todos que possuem arvore igual ao vértice 2 passam a ter

arvore igual ao vértice 0.
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Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 1 e 2.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 1.
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Todos que possuem arvore igual ao vértice 2 passam a ter

arvore igual ao vértice 1.

Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 2 e 3.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.
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ot

Todos que possuem arvore igual ao vértice 3 passam a ter

arvore igual ao vértice 1.
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Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 4 e 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 3.
Todos que possuem arvore igual ao vértice 3 passam a ter
arvore igual ao vértice 1.
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Procura a aresta com menor peso conectando
vértices com arvores diferentes: vértices 2 e 5.
Atribui vértice 2 como pai do vértice 5.
Todos que possuem arvore igual ao vértice 4 passam a ter
arvore igual ao vértice 1. Fim do calculo.

Complexidade

o Considerando um grafo G(V, A), onde |V| é o ntimero de vértices e |A| é o
nimero de arestas, a complexidade no pior caso é O(|V| x |4]).

— Como |A| é proporcional a |V|2 o custo é O(|V]3).
e A eficiéncia depende da forma usada para procurar a aresta de menor peso.

— Usando uma estrutura de dados unido-busca (Union & Find), o custo
pode ser reduzido para O(|Allog|V|) — veja https://www.ime.us
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3.4 Exercicios

1. (CORMEN, 2024) Fornega uma implementagio simples do algoritmo de
Prim, que seja executada no tempo O(|V]?), quando o grafo G(V, E) é
representado como uma matriz de adjacéncias.

2. Mostre que um grafo G tem uma arvore geradora se, e somente se, G é
conexo. (Sugestdao: Use o algoritmo da arvore geradora.)

3. Escreva um algoritmo que conte o nimero de componentes de um grafo.
(Sugestao: Use o algoritmo da arvore geradora.)
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Adaptagoes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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4 Introducao a arvores

4.1 Definicoes basicas
Arvore

Uma drvore é uma abstragdo matematica usada para representar estruturas
hierarquicas nao lineares dos objetos modelados.

« E um tipo especial de grafo:

— Definida usando um conjunto de nds (ou vértices) e arestas
— Qualquer par de vértices estd conectado a apenas uma aresta

* Grafo ndo direcionado, conexo e aciclico (sem ciclos).

Exemplos de aplicagoes

1. Genealogia: Relages de descendéncia (pai, filho, etc.)

2. Gestio/administragdo: diagrama hierdrquico de uma organizagao; campeo-
natos de modalidades desportivas;

3. Biologia: taxonomia.
4. Computagio:
o Arvores trie (ou arvores de prefixo): usadas em mecanismos de busca
e corretores ortograficos.

o Representacao do espaco de solugoes de um problema.

— Ex.: jogo de xadrez — cada elemento da arvore correspondente a
uma determinada posi¢ao das pecas no tabuleiro;

e Modelagem de algoritmos:

— Algoritmos e busca em largura (BFS) e profundidade (DFS),
arvores de decisao (IA), etc.
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Arvore de decisao
Devemos jogar ténis hoje ou nao?

(Como estd o tempo?)

/ | \
Ensolarado Nublado Chuvoso
/ | \
(Umidade?) Sim (Vento?)

/ \ / \
Alta Normal Fraco Forte
| | | |

Ndo Sim Sim Ndo

Fonte: adaptado de HEMMAT, HAFID (2016).
https://arxiv.org/abs/1611.10338

Estrutura de pastas e arquivos do S. O.

Ve
7/ \ / \
e =
\ | \
B"
1IN\

Fonte: FrancoGG - Obra do préprio, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=766938

Conceitos
o Vértice, ou nd, é cada uma das entidades representadas na arvore.
e A representacao do vértice depende do problema estudado:

— Organizacao do sistema operacional, onde cada vértice representa
justamente uma pasta ou diretério do sistema.

— Arvore trie: cada vértice pode representar uma letra ou prefixo.
©
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e Assim como em grafos, cada aresta representa a ligagido (conexao) existente
entre dois vértices.

e Raiz: vértice mais alto na arvore, o inico que nao possui pai.

e Paiou ancestral: vértice antecessor imediato de outro vértice.

e Filho: o vértice sucessor imediato de outro vértice.

e NG folha ou terminal: qualquer vértice que nao possui filhos.

e N6 interno ou nao-terminal: vértice que possui ao menos um filho.

e Caminho: sequéncia de nés, de modo que sempre existe uma aresta conec-
tando o né anterior ao seguinte.

— Existe exatamente um caminho da raiz até qualquer um dos vértices.

—Traiz

= =né ou
- = Tvértice

né folha ou terminal

Subarvores e grau

e Dado um no, cada filho é considerado a raiz de uma nova subdrvore;

e Qualquer né é raiz de uma subarvore que consiste do préprio e dos noés
abaixo dele (conceito recursivo).
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~ 1
subérvores de C

e O grau de um né é o nimero de subarvores (ou filhos) que possui.

— Nos folhas possuem grau zero.
Nivel e altura
Nivel

e E dado pelo ntimero de nés no caminho entre o né em questao e a raiz
(nivel 0).

o Noés sdo classificados em diferentes niveis.

Altura
e Ou profundidade, corresponde ao total de niveis de uma &arvore;

e Comprimento do caminho mais longo da raiz até uma de suas folhas.

/S~
1 ; nivel 0
\
¢
1
X ! nivel 1 altura
=3
\
¢
1
.

@ : nivel 2

Tipos de arvores

e Na computacgado, assim como na natureza, existem varios tipos diferentes
de arvores.

e (Cada uma delas foi desenvolvida pensando-se em distintas possibilidades
de aplicagoes:

1. arvore binaria de busca;
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. arvore AVL;
. arvore rubro-negra;

. 4rvore B, B+ e B¥;

. arvore 2-3-4;

2

3

4

5. arvore 2-3;
6

7. quadtree;
8

. octree.

Arvore binaria de busca

e Arvore bindria onde, para cada né, seus descendentes da subarvore da
esquerda (direita) possuem valores menores (maiores) que o mesmo.

o Util em diversas aplicacdes, como bancos de dados (eficiéncia de indices de
pesquisa), compiladores (anélise de sfmbolos), IA (tomadas de decisdo),
diciondrios, filtragem de informagoes (firewall), ete.

e Dependendo das operagoes de inser¢ao/remocio, drvore pode ficar desba-
lanceada, prejudicando eficiéncia. Duas variantes sanam o problema:

1. Arvore AVL;

2. Arvore rubro-negra (ou red-black).

Arvore B e variantes

e A 4rvore B e suas variantes (B+ e B*) sdo EDs balanceadas usadas
principalmente para armazenar e organizar grandes volumes de dados em
sistemas que requerem acesso eficiente, como bancos de dados e sistemas
de arquivos.

20|40 60|

10 {30 15017018090

o Evolugoes das arvores binarias de busca, otimizadas para minimizar acessos
a disco e maximizar eficiéncia em leitura e escrita.
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e Arvore B+: dados armazenados somente nas folhas;
o Arvore B* otimizagio para muitas insergdes/remogdes (politica de divisdo);

o Arvores 2-3 e 2-3-4: Arvores B onde cada né pode ter 1 ou 2 chaves (e 2
ou 3 filhos); ou 1 a 3 chaves e 2 a 4 filhos, respectivamente.

Quadtree e octree

e Quadtree: ED usada para armazenar e organizar informagoes espaciais
de forma eficiente. Particiona recursivamente um espago 2D em quatro
regides menores, facilitando operagoes como busca, inser¢ao e remocao de
elementos.

¢ Os dados armazenados em cada folha dependem da aplicagdo. Mais
comuuns: computacdo grafica (armazenamento, compressao e renderizagao
de imagens), Sistemas de Informagoes Geograficas (GIS), simulagoes fisicas
e jogos (colisbes), indexagao espacial (buscas), visdo computacional.

e Octree: equivalente 3D da quadtree.

Fonte: Lkjhsdfljsd - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=47469171
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4.2 Arvores binarias

e Arvores onde cada né pode possuir nenhuma, uma ou no mdzximo duas
subdrvores:

— Subérvore da esquerda e a da direita.

o Uteis em situagoes onde a cada passo € preciso tomar uma decisdo entre
duas diregoes.

— Ex.: bancos de dados, compiladores, compressao de dados (algoritmo
de Huffman), representacio de expressdes aritméticas, etc.

!
|
N6 aes"1 N6 a
querdade | h = direita
AN . S ”, de C
Subarvore Subéarvore
esquerda direita

o Existem trés tipos de arvores bindrias:

1. Estritamente bindria;
2. Quase completa;
3. Cheia.
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Arvore estritamente binaria

o Cada 16 possui sempre ou zero (no caso de né folha) ou duas subdrvores;

e Nenhum né tem filho unico.

B

Arvore binéria Arvore estritamente bindria

Arvore binaria quase completa

e A diferenca de altura entre as subarvores de qualquer né é no maximo 1.

¢ Se a altura da arvore é H, entdo cada né folha estd no nivel H — 1 (1ltimo)
ou H —2.

Arvore binaria cheia ou completa

o Arvore estritamente bindria onde todos os nés folhas estao no mesmo nivel.

« Caracteristicas:

— H4 exatamente 2" nés no nivel n;

— Uma 4arvore de altura H possui 277 — 1 nés.
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4.3 Representagoes

Representagdo computacional
¢ Duas abordagens principais:

— Usando um array — Alocagio estdtica;
— Usando uma lista encadeada — Alocagdo dinamica.

e Assim como em grafos, a melhor representacdo, dentre as duas, depende
da aplicacao. Nao existe uma ideal para todos os casos.

¢ Independentemente do tipo de alocacao usado na implementacao da arvore,
as seguintes operacoes basicas sao possiveis:

Criagdo da &arvore;
inser¢do de um elemento;
remocao de um elemento;

busca por um elemento;

destruicao da arvore;

A S

informagoes como niimero de nés, altura ou se esta vazia.

Usando um array (heap)

e Alocagio estdtica: hd um maximo de nés — tamanho do array.
e A heap permite uma arvore binaria completa ou quase completa.
e Usa 2 fungoes para a posicao dos filhos a esquerda e a direita:
FILHO_ESQ(PAI) = 2 * PAL + 1
FILHO_DIR(PAI) = 2 * PAL + 2

e Uso: quando todos os elementos e a estrutura da arvore sao conhecidos a
priori. Mais adequado para buscas frequentes.

() 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2o e HEIDIECT
@c \_-z—,l
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Usando lista encadeada (alocagio dindmica)

o Espaco de meméria alocado em tempo de execucao;

e Cresce a medida que novos elementos sdo armazenados, e diminui a medida
que elementos sao removidos.

o Uso: nao necessita que se conheca previamente todos os elementos a serem
inseridos na arvore. A arvore a ser representada nao precisa ser uma arvore
binaria completa ou quase completa.

— Mais adequado na maioria das situagoes.

o @
0 & © I
RO ~

4.4 Um tipo abstrato de dados (TAD) para arvore binaria

e Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C para
representagao encadeada.

Relembrando: Tipo opaco

— A ED serd referenciada mediante um ponteiro para a mesma, ao invés
de uma variavel do tipo “arvore binaria” diretamente.

— Isto permite ocultar a implementagao, permitindo sua alteragado sem
interferir no funcionamento de qualquer cédigo que o utilize — desde
que a interface seja respeitada.

Alocacgao dindmica
e Para guardar o primeiro né da arvore utilizamos um ponteiro para ponteiro;
— armagzena-se o endereco de um ponteiro.

 Possibilita mudar quem é a raiz da drvore (caso necessirio).

— Mudanca néao fica “visivel” para o usuario da ED.
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ArvBin* raiz

NO

NO
esq|dado | *dir

e Modularizacdo do TAD:

— ArvoreBinaria.h: a interface em si: definicdo do tipo opaco; fungoes
disponiveis para manipular a arvore bindria (prot6tipos).

— ArvoreBinaria.c: o que deve ficar oculto do usudrio, além da imple-
mentacgao das fungoes definidas pela interface. Inclui a definicdo do
tipo no.

e Tipo no: estrutura que contém:

— info: Representa a informacdo, ou seja, os dados correspondentes ao
elemento (n6/vértice) em questao;

x Para fins de simplicidade, serd no TAD ilustrado um int.
— xesq e *dir: ponteiros para os nos filhos a esquerda e a direita do né.
Interface: ArvoreBinaria.h

ArvoreBinaria.h

typedef struct NOx ArvBin;

I~

s| ArvBin* cria_ArvBin();

4| void libera_ArvBin(ArvBin =*raiz);

5| int estaVazia_ArvBin(ArvBin *raiz);
sl int altura_ArvBin(ArvBin =xraiz);
71int totalNO_ArvBin(ArvBin =xraiz);

Outras fungbes serdo vistas posteriormente.

Definicao do né: ArvoreBinaria.c

ArvoreBinaria.c: bibliotecas usadas e definicao do tipo

1| include <stdio.h>
ol #include <stdlib.h>
3| #include "ArvoreBinaria.h" //inclui os protdétipos

4

5| struct NO{
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6 int info;
7 struct NO =*xesq;
8 struct NO xdir;

9l s

Criando uma arvore binaria

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

ArvoreBinaria.c: criagdo da arvore binaria

11| ArvBin* cria_ArvBin(){

12 ArvBinx raiz = (ArvBinx*) malloc(sizeof (ArvBin));
13 if(raiz != NULL)

14 *raiz = NULL;

15 return raiz;

Liberando a arvore binaria da memoria

Uso de duas fungoes:

uma auxiliar (ndo disponivel na interface) percorre e libera os noés; outra — a
que o usuario chama — trata a raiz

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

libera_ArvBin(raiz);

ArvoreBinaria.c: liberando a 4rvore bindria

sl void libera_NO(struct NOx no)({
19 if(no == NULL)

20 return;

21 libera_NO(no->esq);

22 libera_NO(no->dir);

23 free(no);

24 no = NULL;

25| }

27| void libera_ArvBin(ArvBinx raiz){
28 if(raiz == NULL)

29 return;

30 libera_NO(xraiz); // libera cada nd
31 free(raiz); // libera a raiz
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Passo-a-passo

visita B

visita D

libera D, volta p/ B

libera B, volta p/ A

visita C

visita E

libera E, volta p/ C

visita F

OO U =W N~

libera F, volta p/ C

X
—_
o

libera C, volta p/ A e

libera A

libera raiz

Informacgoes basicas sobre a arvore binaria

Algumas informacgoes sobre a arvore estao inclusas no TAD, como:

e A &arvore bindria esta vazia?
e Quantos elementos (nds) possui a drvore?

e Qual a altura da arvore?

Verificando se a arvore binaria esta vazia

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

if (estaVazia_ArvBin(raiz))
printf("A arvore binaria esta vazia\n");

ArvoreBinaria.c: arvore estd vazia?

s34/ int estaVazia_ArvBin(ArvBin xraiz){

35 if(raiz == NULL)
36 return 1;

37 if(*xraiz == NULL)
38 return 1;

39 return 0;

e Primeiro teste verifica se ponteiro ArvBin *raiz é NULL — problema na criagdo

da drvore;

o Segundo teste verifica se existe uma raiz (drvore criada com sucesso, mas

nao possui nenhum né).
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Quantidade de elementos na arvore

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

printf ("A arvore possui %d ndés\n”, totalNO_ArvBin(raiz));

ArvoreBinaria.c: quantidade de nds

int totalNO_ArvBin(ArvBin *raiz){

if (raiz == NULL)
return 0;

if (*raiz == NULL)
return 0;

int totalNO_esq = totalNO_ArvBin(&((*raiz)->esq));
int totalNO_dir = totalNO_ArvBin (&((*raiz)->dir));
return (totalNO_esq + totalNO_dir + 1);

e totalNO_ArvBin recebe como parametro um ponteiro para ponteiro — ArvBinx
ou struct NO*x%;

e Como o0s nds sdo ponteiros simples (struct NO *), é preciso passar os
enderecos destes nas chamadas recursivas.

Altura da arvore

Exemplo de uso

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

printf ("A arvore tem altura %d\n”, altura_ArvBin(raiz));

ArvoreBinaria.c: altura

int altura_ArvBin(ArvBin #*raiz){

if (raiz == NULL)
return 0;

if (*raiz == NULL)
return 0;

int alt_esq = altura_ArvBin(&((*raiz)->esq));
int alt_dir = altura_ArvBin(&((*raiz)->dir));
if (alt_esq > alt_dir)

return (alt_esq + 1);
else

return(alt_dir + 1);
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4.5

Como no caso anterior, altura_ArvBin recebe como pardmetro um ponteiro
para ponteiro — ArvBinx ou struct NOxx;

Como os nds sdo ponteiros simples (struct NO %), é preciso passar os
enderecos destes nas chamadas recursivas.

Exercicios

. Escreva uma funco que percorra uma arvore binaria e conte o seu nimero

de nos.

Escreva uma funcdo que percorra uma arvore bindria e conte o seu nimero
de nés nao-folhas.

Referéncias
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5 Arvore binaria de busca

5.1 Definigao

o Arvore bindria — cada né possui 0, 1 ou 2 filhos.
o Comumente referenciada pela sigla BST — binary search tree.
e Todo né possui um wvalor (chave) associado.

— Nao existem chaves repetidas.

¢ Chave determina a posi¢cdo do né na ABB. Para cada né pai:

— todos os valores da subdrvore da esquerda sdo menores do que o né
pai

— todos os valores da subdrvore da direita sdo maiores do que o nd pai;

o Insergdo e remocdo devem ser realizadas respeitando tal regra.

¢ Otima alternativa para operacoes de busca bindria.

— Possui a vantagem de ser uma estrutura dindmica em comparacdo ao
array (heap);

— Mais facil inserir valores na arvore do que num array ordenado:

* Array: envolve deslocamento de elementos.

Custo computacional assintético

¢ Custo para as principais operagdes em uma arvore binaria de busca con-
tendo n nos.

— O pior caso ocorre quando a ABB nao esta balanceada.

Melhor Caso Pior Caso

Insercao O(logy ) O(n)
Busca O(logy n) O(n)
Remocao O(logy m) O(n)
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No TAD Arvore bindria:

ArvoreBinaria.h

1| typedef struct NO* ArvBin;

s| ArvBinx cria_ArvBin();

1| void libera_ArvBin(ArvBin *raiz);

5| int estaVazia_ArvBin(ArvBin *raiz);

sl int altura_ArvBin(ArvBin =xraiz);

71int totalNO_ArvBin(ArvBin =*raiz);

s|int insere_ArvBin(ArvBinx* raiz, int valor);

9l int consulta_ArvBin(ArvBin =xraiz, int valor);
0] int remove_ArvBin(ArvBin =xraiz, int valor);

5.2 Insercao na ABB

e Para inserir um valor V na ABB:

1. Se a raiz é igual a NULL, insira o no;
2. Se V é menor que a raiz: siga para a subdrvore da esquerda;
3. Se V é maior que a raiz: siga para a subdrvore da direita;

4. Aplique o método recursivamente — também é possivel sem recursio.
e Percorre-se os nés da ABB até o nd folha que se tornard pai do novo né.
e Também deve se considerar inser¢do numa arvore vazia;
¢ Neste caso, novo elemento serd a raiz da ABB.

Insere valor 40
em uma arvore vazia

*raiz = novo;

Fonte: adaptado de BACKES (2023).

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8] = {50,100,30,20,40,45,35,373};
ArvBin* raiz = cria_ArvBin();
int i;
for(i=0; i<N; i++)
insere_ArvBin(raiz, dados[il]);
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ArvoreBinaria.c: insercdo de né

int insere_ArvBin(ArvBin* raiz, int valor){
if(raiz == NULL)
return 0;
struct NO* novo;
novo = (struct NO*) malloc(sizeof (struct NO));

if(novo == NULL)
return 0;

novo->info = valor;

novo->dir = NULL;

novo->esq = NULL;

if(*xraiz == NULL)
*raiz = novo;
else{
struct NO* atual = *raiz;

struct NO* ant = NULL;

// Navega nos no6s da arvore até chegar em um né folha

while(atual != NULL)({
ant = atual;
if(valor == atual->info){

free(novo);
return 0; // elemento ja existe

}
if(valor > atual->info)
atual = atual->dir;
else
atual = atual->esq;

// Insere como filho desse no6 folha
if(valor > ant->info)

ant->dir = novo;
else
ant->esq = novo;
3
return 1;
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Passo-a-passo

Insere o valor 1 valor é menor do que 50: vi-
40como um né sita filho da esquerda

2 | valor é maior do que 10: vi-
sita filho da direita

3 | valor é maior do que 30: vi-
sita filho da direita

4 | valor é menor do que 45: vi-
sita filho da esquerda

fim | Nao existe filho da es-

querda. Valor passa a ser o
filho da esquerda de 45

Fonte: BACKES (2023).

5.3 Busca na ABB

¢ Consultar se um determinado né V' existe em uma ABB é similar a operacao
de insercao:
1. Inicialmente, compare o valor buscado com a raiz;
2. Se V é menor que a raiz: siga para a subdrvore da esquerda;
3. Se V é maior que a raiz: siga para a subdrvore da direita;
4.

Aplique o método recursivamente até que a raiz seja igual ao valor
buscado, ou NULL— também é possivel sem recursao.

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8] = {50,100,30,20,40,45,35,37};
ArvBin* raiz = cria_ArvBin();
int i;
for(i=0; i<N; i++)
insere_ArvBin(raiz, dados[il]);

if (consulta_ArvBin(raiz, 20))
printf(”"20 esta na arvore\n");

ArvoreBinaria.c: busca por né

05| int consulta_ArvBin(ArvBin *raiz, int valor){
106 if (raiz == NULL)
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116

118

119

return 0;
struct NO* atual = *raiz;

while (atual != NULL){
if (valor == atual->info){
return 1;
}
if (valor > atual->info)
atual = atual->dir;
else
atual = atual->esq;
3
return 0;

Passo-a-passo

Valor procurado: 30

1 | valor é menor do que 50: vi-
sita filho da esquerda
2 | valor é maior do que 10: vi-
sita filho da direita
fim | valor procurado é igual ao

do né: retornar dados do
né (ou 1)

Fonte: BACKES (2023).

Valor procurado: 38

1 | valor é menor do que 50: vi-
sita filho da esquerda
2 | valor é maior do que 10: vi-
sita filho da direita
3 | valor é maior do que 30: vi-
sita filho da direita
4 | valor é menor do que 45: vi-
sita filho da esquerda
fim | filho da esquerda de 45 nao

existe: busca falhou

Fonte: BACKES (2023).
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5.4 Remocao na ABB

¢ Remover um né de uma &arvore bindria de busca nao é uma tarefa tao
simples quanto a insercao.

¢ Isso ocorre porque precisamos procurar o né a ser removido da ABB, o
qual pode ser um

— NO6 folha;

— N¢ interno — inclusive a raiz — com um ou dois filhos.
e Se for um né interno:

— Reorganizar a arvore para que ela continue sendo uma ABB.
Uso de duas funcgoes:

e remove_ArvBin() — faz a busca pelo né — disponivel na interface com o
usuario;

e remove_atual(), auxiliar, que trata os 3 tipos de remoc¢ao — com 0, 1 ou 2
filhos — reorganizando a ABB.

— Recebe o enderego atual do né a ser removido, e

— retorna qual devera ser seu substituto na ABB.

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8] = {50,100,30,20,40,45,35,373};
ArvBin* raiz = cria_ArvBin();
int i;
for(i=0; i<N; i++)
insere_ArvBin(raiz, dados[il]);

if (remove_ArvBin(raiz, 20))
printf("20 foi excluido\n");

ArvoreBinaria.c: remocao de no

struct NO* remove_atual (struct NO* atual) {
struct NO *nol, *no2;

// Sem filho da esquerda. Apontar para o filho da direita (
trata né folha e né com 1 filho).

if (atual->esq == NULL){
no2 = atual->dir;
free(atual);
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128 return no2;

129 }

130

131 // Procura filho mais a direita na subarvore da esquerda.
132 nol = atual;

133 no2 = atual->esq;

134 while (no2->dir != NULL){

135 nol = no2;

136 no2 = no2->dir;

137 }

139 // Copia o filho mais a direita na subarvore da esquerda
para o lugar do n6 removido.

140 if (nol != atual){

141 nol->dir = no2->esq;
142 no2->esq = atual->esq;
143 }

144 no2->dir = atual->dir;
145

146 free(atual);

147 return no2;

48| }

149

1500 int remove_ArvBin(ArvBin *raiz, int valor){
151 if (raiz == NULL)

152 return 0;

153 struct NO* ant = NULL;
154 struct NO* atual = *raiz;

155 while (atual != NULL){

156 //Achou o ndé a ser removido. Tratar o tipo de remogao.
157 if (valor == atual->info){

158 if (atual == xraiz)

159 *raiz = remove_atual (atual);

160 else{

161 if (ant->dir == atual)

162 ant->dir = remove_atual(atual);
163 else

164 ant->esq = remove_atual (atual);
165 }

166 return 1;

167 }

168 // Continua buscando na arvore ndé a ser removido
169 ant = atual;

170 if (valor > atual->info)

171 atual = atual->dir;

172 else

173 atual = atual->esq;

174 }

175 return 0;

176| }
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Removendo um noé folha

if (atual->esq == NULL){
no2 = atual->dir;
free(atual);
return no2;

}

Fonte: BACKES (2023).

Removendo um né sem filho a esquerda

if (atual->esq == NULL){
no2 = atual->dir;
free(atual);
return no2;

}

Fonte: BACKES (2023).
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Removendo um né com dois filhos

e Remove-se 0 n6 “atual” e o substitui pelo né mais a direita de sua subarvore
da esquerda.

no2

Fonte: BACKES (2023).

5.5 Exercicios

1. Implemente uma versao ndo-recursiva do método de inser¢cao de n6é em
arvore bindria de busca.

2. Escreva uma funcdo que retorne se uma arvore é binaria de busca ou néo.

3. Escreva uma funcdo que encontre o maior valor existente em uma arvore
binaria de busca.

4. Escreva uma funcgéo que encontre o menor valor existente em uma arvore
binéria de busca.

5. Desenhe a ABB resultante da inser¢do dos seguintes elementos (na ordem
dada):
(a) 60, 22, 64, 33, 67, 11, 75, 13, 8, 65.
(b) 8,11, 13, 22, 33, 60, 64, 65, 67, 75.

Referéncias

1. BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de Dados em Linguagem
C. 1. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2023. Disponivel em: https://www.sist
emas.ufu.br/biblioteca-gateway/minhabiblioteca/9788521638315.

2. CORMEN, T. H.; et al. Algoritmos. 4. ed. Rio de Janeiro: GEN LTC,
2024. Disponivel em: https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gatew
ay/minhabiblioteca/9788595159914.
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Os materiais de parte desta secdo foram gentilmente cedidos por André R.
Backes (UFSCar); Bruno Travengolo e Christiane Brasil (FACOM/UFU).
TAD &rvore binaria de busca: disponivel em: https://www.facom.ufu.br
/~backes/wordpress/ProjArvoreBinaria.zip. Acesso em: 24/fev/2025.
Adaptagoes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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6 Percursos: pré-ordem, em-ordem e pés-ordem

6.1 Introducao

e Percorrer todos os nés é uma operacado comum em arvores bindrias.
o Motivagoes: mostrar (imprimir) o valor do né, modificar tal valor, etc.

— Neste caso, cada né é visitado uma dnica vez.
— Isso gera uma sequéncia de nos, cuja ordem depende de como a arvore
foi percorrida.

e Trés formas mais comuns:
1. Percurso pré-ordem: visita a raiz, a seguir o filho da esquerda, e depois
o filho da direita;

2. Percurso em-ordem: visita o filho da esquerda, a seguir a raiz e depois
o filho da direita;

3. Percurso pds-ordem: visita o filho da esquerda, a seguir o filho da
direita e depois a raiz.

Arvore binaria de busca
No caso do percurso em-ordem, se a arvore é ABB, a sequéncia resultante dos
valores (chaves) visitados é ordenada.

No TAD Arvore bindria:

ArvoreBinaria.h

1| typedef struct NO* ArvBin;

sl ArvBin* cria_ArvBin();

1| void libera_ArvBin(ArvBin *raiz);

int estaVazia_ArvBin(ArvBin *raiz);

s/ int altura_ArvBin(ArvBin *raiz);

71int totalNO_ArvBin(ArvBin *raiz);

s|int insere_ArvBin(ArvBin* raiz, int valor);
olint consulta_ArvBin(ArvBin =xraiz, int valor);
o int remove_ArvBin(ArvBin *raiz, int valor);
11| void preOrdem_ArvBin(ArvBin =*raiz);

12| void emOrdem_ArvBin (ArvBin xraiz);

13| void posOrdem_ArvBin(ArvBin *raiz);
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6.2 Percurso pré-ordem

o Ordem de visitagdo da arvore/subérvores:

1. Raiz;
2. Filho/subérvore da esquerda;

3. Filho/subarvore da direita.

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8] = {50,100,30,20,40,45,35,37};

ArvBin* raiz = cria_ArvBin();

int i;

for(i=0; i<N; i++)
insere_ArvBin(raiz, dados[il]);

preOrdem_ArvBin(raiz);

ArvoreBinaria.c: percurso pré-ordem

void preOrdem_ArvBin(ArvBin *raiz)({

if (raiz == NULL)
return;

if (*raiz != NULL){
printf("%d\n",(xraiz)->info);
preOrdem_ArvBin (&((*raiz)->esq));
preOrdem_ArvBin (&((*raiz)->dir));

}

Inicia-se em A

imprime A, visita B

imprime B, visita D

imprime D, volta para B

volta para A

visita C

imprime C, visita E

Resultado:

imprime E, volta para C

ABDCEF

visita F

OO0 IO x| WIN|—

imprime F, volta para C

—
o
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volta para A




6.3 Percurso em-ordem

o Ordem de visitagdo da arvore/subérvores:

1. Filho/subarvore da esquerda;

2. Raiz;

3. Filho/subarvore da direita.

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8]
ArvBinx raiz =

int i;

for(i=0; i<N; i++)

insere_ArvBin(raiz,

emOrdem_ArvBin(raiz);

dados[il]);

= {50,100,30,20,40,45,35,37};
cria_ArvBin();

ArvoreBinaria.c: percurso em-ordem

void emOrdem_ArvBin (ArvBin *raiz){

if (raiz == NULL)
return;
if (*raiz

1= NULL){

emOrdem_ArvBin (&((*raiz)->esq));

printf ("%d\n",(*raiz)->info);

emOrdem_ArvBin (&((*raiz)->dir));

}

Resultado:
BDAECF

82

Inicia-se em A

visita B

imprime B, visita D

imprime D, volta para B

volta para A

imprime A, visita C

visita E

imprime E, volta para C

imprime C, visita F

OO0 IO x| WIN|—

imprime F, volta para C

—
o

volta para A




6.4 Percurso pés-ordem

o Ordem de visitagdo da arvore/subérvores:

1. Filho/subarvore da esquerda;
2. Filho/subérvore da direita;

3. Raiz.

Exemplo de uso

int N = 8, dados[8] = {50,100,30,20,40,45,35,37};
ArvBin* raiz = cria_ArvBin();
int i;
for(i=0; i<N; i++)
insere_ArvBin(raiz, dados[il]);

posOrdem_ArvBin(raiz);

ArvoreBinaria.c: percurso pés-ordem

98| void posOrdem_ArvBin (ArvBin *raiz)({
199 if (raiz == NULL)

200 return;

201 if (*raiz != NULL){

202 posOrdem_ArvBin (&((*raiz)->esq));
203 posOrdem_ArvBin (&((*raiz)->dir));
204 printf ("%d\n",(*raiz)->info);

205 3

Inicia-se em A
1 visita B
2 visita D
3 imprime D, volta para B
4 | imprime B, volta para A
5 visita C
6 visita E
Resultado: 7 | imprime E, volta para C
DBEFCA 8 visita F
9 imprime F, volta para C
10 | imprime C, volta para A
83 11 | imprime A




6.5 Exercicios

1. (CORMEN, 2024) Dé um algoritmo ndo recursivo que execute um percurso
de arvore em ordem. (Sugestdo: uma solugao facil usa uma pilha como
estrutura de dados auxiliar. Uma solugdo mais complicada, porém elegante,
nao emprega nenhuma pilha, mas considera que é possivel testar a igualdade
entre dois ponteiros.)

2. Crie uma ABB a partir da inser¢do dos seguintes valores, nesta ordem:
55, 42, 28, 74, 63, 12, 48, 54, 17, 9, 2, 99.

Agora, liste os valores segundo os percursos pré-ordem, em-ordem e pOs-
ordem.

Referéncias

1. BACKES, A. R. Algoritmos e Estruturas de Dados em Linguagem
C. 1. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2023. Disponivel em: https://www.sist
emas.ufu.br/biblioteca-gateway/minhabiblioteca/9788521638315.

2. CORMEN, T. H.; et al. Algoritmos. 4. ed. Rio de Janeiro: GEN LTC,
2024. Disponivel em: https://www.sistemas.ufu.br/biblioteca-gatew
ay/minhabiblioteca/9788595159914.

Os materiais de parte desta se¢io foram gentilmente cedidos por André R.
Backes (UFSCar); Bruno Travengolo e Christiane Brasil (FACOM/UFU).
TAD é&rvore binaria de busca: disponivel em: https://www.facom.ufu.br
/~backes/wordpress/ProjArvoreBinaria.zip. Acesso em: 24/fev/2025.
Adaptagoes: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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Balanceamento de ABB — Arvores AVL

Introducao

A eficiéncia da busca em uma arvore bindria é proporcional a sua altura e
depende do seu balanceamento.

Numa arvore com n noés:

— Melhor caso: O(logyn), se a drvore estd idealmente balanceada;
— Pior caso: O(n), se a drvore estd totalmente desbalanceada.

Os algoritmos de insercao e remoc¢ao em ABB vistos ndo garantem que a
arvore gerada a cada passo esteja balanceada;

Dependendo da ordem em que os dados sao inseridos na arvore, podemos
criar uma ABB bastante ou completamente desbalanceada — situagdo em
que os nods internos possuem uma Unica subarvore.

Exemplo

valores:{1, 2, 3, 10, 4, 5, 9, 7, 8, 6}

Insercao dos

Solugao para o problema do balanceamento

Modificar os algoritmos de insercdo e remocao de modo a balancear a
arvore a cada operagao.

Garantir que a diferenca de altura das subarvores da esquerda e da direita
de cada né seja de no maximo uma unidade — drvores quase completas.

Exemplos de implementacao de arvores balanceadas:

— Arvore AVL;
— Arvore 2-3-4;
— Arvore Rubro-Negra.
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7.2 Arvore AVL

e Tipo de ABB balanceada com relagao a altura das suas subarvores;

o Criada pelos matematicos soviéticos Adelson-Velsky (1922-2014) e Evgenii
Landis (1921-1997), de onde recebeu a sua nomenclatura (Adelson-Velsky
Landis), em 1962.

— https://zhjwpku.com/assets/pdf/AED2-10-avl-paper.pdf

Aspectos

e Permite o rebalanceamento local da arvore — apenas a parte afetada pela
insercao ou remocao é rebalanceada;

o Usa rotagdes simples ou duplas na etapa de rebalanceamento, executadas a
cada inser¢ao ou remocao;

¢ As rotacoes buscam manter a arvore como uma ABB quase completa;

— Custo méximo de qualquer algoritmo é O(logan)

Fator de balanceamento
o Objetivo das rotagdes: corrigir o fator de balanceamento (fb).
— fb = Diferenca entre as alturas das subarvores de um né.

o Caso uma das subarvores ndo exista, entdo a altura dessa sera igual a —1.

Fator
debalanceamento: fb = Jo=+2
AE — AD
AD: altura
dasubarvoreda
AE: altura direita
dasubérvoreda

esquerda

o Espera-se que as alturas das subarvores de cada né difiram de no maximo
uma unidade:

— O fator de balanceamento deve ser +1, 0 ou —1.

e Se fb>1ou fb < —1: a arvore deve ser balanceada naquele no.
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Necessidade de
Jb=+2 _ rebalanceamento

Exemplo anterior — apd4s balanceamento

7.3

Insercao dos
valores:{1, 2, 3, 10, 4, 5, 9, 7, 8, 6}

fb=—1

TAD arvore AVL

Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C para
representacdo a arvore AVL, baseado na implementacio vista para ABB.

As consideracgoes feitas com relacdo a tipo opaco, alocacdo dinidmica e
acesso a estrutura a partir de sua raiz se mantém.

Modularizacao do TAD:

— ArvoreAVL.h: a interface em si: definicdo do tipo opaco; fungoes
disponiveis para manipular a drvore AVL (protétipos).

— ArvoreAVL.c: o que deve ficar oculto do usuério, além da implemen-
tagdo das funcoes definidas pela interface. Inclui a defini¢do do tipo
no.

Tipo no: estrutura que contém:

— info: Representa a informagdo, ou seja, os dados correspondentes ao
elemento (n6/vértice) em questao;
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— altura: altura da subarvore cujo né é sua raiz.
— %esq e *dir: ponteiros para os nés filhos a esquerda e a direita do né.
Interface: ArvoreAVL.h

ArvoreAVL.h
1| typedef struct NO* ArvAVL;

s| ArvAVL* cria_ArvAVL();

1l void libera_ArvAVL (ArvAVL *raiz);

5| int insere_ArvAVL (ArvAVL *raiz, int data);
sl int remove_ArvAVL (ArvAVL =xraiz, int valor);
71 int estaVazia_ArvAVL (ArvAVL +*raiz);

s|int altura_ArvAVL (ArvAVL =xraiz);

ol int totalNO_ArvAVL (ArvAVL +*raiz);

0] int consulta_ArvAVL (ArvAVL =xraiz, int valor);
11| void preOrdem_ArvAVL (ArvAVL *raiz);

2| void emOrdem_ArvAVL (ArvAVL =*raiz);

13) void posOrdem_ArvAVL (ArvAVL =*raiz);

Definicao do né: ArvoreAVL.c

ArvoreAVL.c: bibliotecas usadas e defini¢do do tipo

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
;| #include "ArvoreAVL.h" //inclui os Protdétipos

N

| struct NO

o {

7 int info;

8 int altura;

9 struct NO =*esq;
10 struct NO xdir;

1] };

Calculo da altura e fb

e As funcgoes abaixo sdo auxiliares, e nao estdo visiveis ao usudrio do TAD —
portanto, nao sao listadas em ArvoreAVL.h;

e A funcdo que calcula o fb retorna seu médulo, mas isto nao interfere nas
operagoes de insercao e remocgao a serem mostradas adiante.

e A funcdo maior() sera usada para o comparativo das alturas das subarvores
da esquerda e da direita de um no.
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ArvoreAVL.c

30 int altura_NO(struct NO* no)
0] {

11 if(no == NULL)

12 return -1;

13 else

14 return no->altura;

5] 3}

7 int fatorBalanceamento_NO(struct NOx no)

5| {

19 return labs(altura_NO(no->esq) - altura_NO(no->dir));
50 }

52| int maior(int x, int y)
53] {

54 if(x > y)

5 return x;

56 else

57 return y;

7.4 Rotagoes

Objetivo
Corrigir o fator de balanceamento (fb) de cada noé:
Operacao basica para balancear uma arvore AVL.

o Existem dois tipos de rotacao:
— Rotagdo simples;

— Rotagao dupla.

e As rotacoes diferem entre si pelo sentido da inclinagdo entre o né pai e
filho.

¢ Rotagao simples: o né desbalanceado (pai), seu filho e seu neto estao todos
no mesmo sentido de inclinagao.

e Rotagdo dupla: o n6 desbalanceado (pai) e seu filho estdo inclinados em
sentido inverso ao de seu neto

— Equivale a duas rotagées simples.
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Tipos de rotagoes
¢ Rotacao simples a direita ou rotacao LL;
o Rotagao simples d esquerda ou rota¢io RR;
o Rotacdo dupla a direita ou rota¢io LR;
e Rotacao dupla a esquerda ou Rotacdo RL.

o Rotagoes sao aplicadas no ancestral mais proximo do né inserido cujo fator
de balanceamento passa a ser +2 ou —2;

— Apés uma insercao ou remocao, deve-se voltar pelo caminho feito e
recalcular o fb de cada no;

— Para o n6 onde |fb| = 2, uma rotagao devera ser aplicada.

7.4.1 Rotagdo LL (simples & direita)

¢ Quando um novo né é inserido na subdrvore da esquerda (left) do filho da
esquerda (left), B, de A —daf o LL.

— A é o n6 desbalanceado.

o E necessério fazer uma rotacdo a direita, de modo que o né intermedidrio
B ocupe o lugar de A, e A se torne filho da direita de B.

Exemplo

No TAD arvore AVL

ArvoreAVL.c

153 void RotacaolLL (ArvAVL =*A)
54| {

155 struct NO %B;

156 B = (xA)->esq;

157 (*A)->esq = B->dir;
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158 B->dir = *A;

159 (xA)->altura = maior(altura_NO((*xA)->esq),altura_NO((*A)->
dir)) + 1;

160 B->altura = maior(altura_NO(B->esq),(*A)->altura) + 1;

161 *A = B;

Arvore AVL e fator de balancea-
=0  mento de cada né.

Insercdo de né na arvore:
Arvore fica desbalanceada em A.
Aplica-se Rotagdao LL em A.

B = (xA)->esq;
(xA)->esq = B->dir;
B->dir = =*A;

*A = B;

Arvore balanceada.

7.4.2 Rotacdo RR (simples a esquerda)

¢ Quando um novo né é inserido na subédrvore da direita (right) do filho da
direita (right), B, de A — dai o RR.
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— A é o né desbalanceado.

e E necessério fazer uma rotacio d esquerda, de modo que o né intermedidrio

B ocupe o lugar de A, e A se torne filho da esquerda de B.

Exemplo

Rotagdo RR
emA

<A <B <C >C

No TAD arvore AVL

ArvoreAVL.c

void RotacaoRR(ArvAVL =A)

s

struct NO =*B;

B = (xA)->dir;

(xA)->dir = B->esq;

B->esq = (*A);

(xA)->altura = maior(altura_NO((*xA)->esq),altura_NO((*A)->
dir)) + 1;

B->altura = maior(altura_NO(B->dir),(xA)->altura) + 1;

(xA) = B;

Arvore AVL e fator de balancea-
mento de cada nd.
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Insercdo de né na arvore:
Arvore fica desbalanceada em A.
Aplica-se rotagdo RR em A.

B = (xA)->dir;
(*A)->dir = B->esq;
B->esq = (*A);

(*A) = B;

Arvore balanceada.

7.4.3 Rotagdo LR (dupla a direita)

e Quando um novo né é inserido na subédrvore da direita (right) do filho da
esquerda (left), B, de A — dai o LR.

— A é o né desbalanceado.

e E necessario fazer uma rotacdo dupla, de modo que o né C — raiz da
subdrvore da direita de B — se torne o pai dos nés A (& sua direita) e B (a
sua esquerda).

o Equivalente a duas rotagoes simples:

1. Rotagao RR em B;
2. Rotagdo LL em A.
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Exemplo: primeira rotagao

RotacaoRR (&(*A)->esq)
RotacaolLL (A);

Exemplo: segunda rotacao

fb=+2

RotacaoRR (&(*A)->esq);
RotacaoLL (A);

No TAD arvore AVL

Rotagdo RR
em B

’

ArvoreAVL.c

5| void RotacaoLR(ArvAVL =*A)
176 {

177 RotacaoRR (&(*A)->esq);
RotacaolLL (A);

178

79| }
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Passo a passo

Arvore AVL e fator de balancea-
mento de cada nd.

Inser¢ao de nd na arvore:

Arvore fica desbalanceada em A.

Aplica-se Rotagdo LR em A. Isto
equivale a:

e Aplicar Rotagdo RR em B;

e Aplicar Rotagdo LL em A.

Arvore apés Rotacdo RR em B.

Arvore balanceada.
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7.4.4 Rotagdo RL (dupla a esquerda)

e Quando um novo né é inserido na subérvore da esquerda (left) do filho da
direita (right), B, de A — daf o RL.

— A é o né desbalanceado.

e E necessario fazer uma rotagdo dupla, de modo que o n6 C' — raiz da
subérvore da esquerda de B — se torne o pai dos nés A (& sua esquerda) e
B (& sua direita).

e Equivalente a duas rotagoes simples:

1. Rotagao LL em B;
2. Rotagdo RR em A.

Exemplo: primeira rotacgao

Rotagéo LL
emB

_—>

RotacaolLlL (&(*A)->dir);
RotacaoRR(A);

Exemplo: segunda rotacao
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RotacaolLL (&(*A)->dir);
RotacaoRR (A);

No TAD arvore AVL

181

182

183

184

185

ArvoreAVL.c

void RotacaoRL (ArvAVL =*A)
{
RotacaolLL (&(*A)->dir);
RotacaoRR(A);
3

Passo a passo

Arvore AVL e fator de balancea-
mento de cada noé.

Insercao de né na arvore:

Arvore fica desbalanceada em A.

Aplica-se Rotagdo RL em A. Isto
equivale a:

e Aplicar Rotagdo LL em B;

e Aplicar Rotacao RR em A.

Arvore apés Rotacao LL em B.




Arvore balanceada.

7.4.5 Uso

Quando usar cada tipo de rotagao?

fbde A | fb de B | Posicoes de B e C' em relagdo a A | Rotagao
9 1 B (j) filho ? esquerda de A; L
C é filho a esquerda de B.
B é filho a direita de A;
—2 -1 C é filho a direita de B. RR
B é filho a esquerda de A;
2 ~1 | ¢ & 1ilho & direita de B. LR
B ¢é filho a de direita A;
-2 1 C é filho & esquerda de B. 2
e Sinais iguais: rotagdes simples — +: a direita; —: a esquerda;

o Sinais diferentes: rotagdes duplas — fb(A) > 0: a direita (LR); fb(A) < 0:

a esquerda (RL).

7.5 Insercao de né na AVL

o Para inserir um valor V na AVL:

1. Se a raiz é igual a NULL, insira o no;

2. Se V é menor que a raiz: siga para a subdrvore da esquerda;

3. Se V' é maior que a raiz: siga para a subdrvore da direita;

4. Aplique o método recursivamente — também é possivel sem recursio.

e Percorre-se os nés da AVL até o né folha que se tornara pai do novo né.

e Apés cada inser¢ao de um né na AVL:

— Volta-se pelo caminho percorrido, recalculando o fator de balancea-

mento de cada um dos noés visitados;
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189

190

192

193

— Aplica-se a rotagio necessaria em um né onde |fb| > 1, restabelecendo
o balanceamento da arvore.

main.c: Exemplo de uso

int res,i;
int N = 10, dados([10] = {1,2,3,10,4,5,9,7,8,6};
ArvAVL* avl = cria_ArvAVL();
for(i=0; i<N; i++)
res = insere_ArvAVL (avl,dados[i]);

ArvoreAVL.c: insercao de no

71int insere_ArvAVL (ArvAVL =*raiz, int valor) {

if (raiz == NULL)
return 0;
int res;
if (*raiz == NULL) { // arvore vazia ou ndé folha

struct NO *novo;
novo = (struct NO*)malloc(sizeof(struct NO));

if (novo == NULL)
return 0;

novo->info = valor;

novo->altura = 0;

novo->esq = NULL;
novo->dir = NULL;
*raiz = novo;
return 1;

struct NO *atual = =*raiz;
if (valor < atual->info){
if ((res = insere_ArvAVL (&(atual->esq), valor))
if (fatorBalanceamento_NO(atual) >= 2) {
if (valor < (*raiz)->esq->info)
RotacaolL(raiz); // insercadao na subarvore da
esquerda do filho da esquerda de atual
else
RotacaolLR(raiz); // insercdo na subarvore da
direita do filho da esquerda de atual
}
}
} else {
if (valor > atual->info) {
if ((res = insere_ArvAVL (&(atual->dir), valor)) == 1){
if (fatorBalanceamento_NO(atual) >= 2){
if ((xraiz)->dir->info < valor)

1l
1
-
p
-~
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RotacaoRR(raiz); // insercdo na subarvore da
direita do filho da direita de atual
else
RotacaoRL(raiz); // insercado na subarvore da
esquerda do filho da direita de atual
}
}
} else {
printf(”"Valor duplicado!!\n");
return 0;

3

atual->altura = maior(altura_NO(atual->esq),altura_NO(atual

->dir)) + 1;
return res;

Passo a passo

Inser¢ao dos valores:
{1, 2, 3, 10, 4, 5, 9, 7, 8, 6}

Insere valor: 1

MDm=0

Insere valor: 2

@Qm=-1
@m=0

N6 1 desbalanceado

Insere valor: 3.

aplicar rotagdo RR

—>
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Insere valor: 10.

sfb =0

N6 3 desbalanceado:

Insere valor: 4. ; =
aplicar rotagdo RL

@)m=-2

N6 2 desbalanceado:
aplicar rotagdo RR

N6 10 desbalanceado:
aplicar rotagdo LR

Exercicio: inserir na AVL, mostrando o passo a passo, os valores faltantes: 7,
8 e 6.

7.6 Remocao de né na AVL

e Percorre-se um conjunto de nds da &arvore até chegar ao né que sera
removido.

o Existem 3 tipos de remocéo:

1. N6 folha (sem filhos);
2. N6 com um filho;
3. N6 com dois filhos.
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e Apés cada remogao de um né na AVL:

— Volta-se pelo caminho percorrido, recalculando o fator de balancea-
mento de cada um dos noés visitados;

— Aplica-se a rotacdo necesséria em um né6 onde | fb| > 1, restabelecendo
o balanceamento da arvore.

Remover um né da subérvore da direita equivale a inserir um né na subarvore
da esquerda (e vice-versa).

Insere valor: 1.

Uso de duas fungoes:

e remove_ArvAVL() — faz a busca pelo nd e sua remocao, além do rebalancea-
mento, quando necessario — disponivel na interface com o usuério;

e procuraMenor(), auxiliar, procura o né mais a esquerda da subarvore da
esquerda do né atual.

main.c: Exemplo de uso

int res,i;
int N = 10, dados[10] = {1,2,3,10,4,5,9,7,8,6%};
ArvAVL* avl = cria_ArvAVL();
for(i=0; i<N; i++)
res = insere_ArvAVL (avl,dados[il]);

if (remove_ArvAVL (raiz, 20))
printf(”"20 foi excluido\n");
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268

269

ArvoreAVL.c: remocao de nd

struct NO* procuraMenor (struct NO* atual) {

struct NO xnol = atual;
struct NO *no2 = atual->esq;
while (no2 != NULL) {
nol = no2;
no2 = no2->esq;
}
return notl;
3
int remove_ArvAVL (ArvAVL =*raiz, int valor) {
if (raiz == NULL)
return 0;
int res;
if (*raiz == NULL) { // valor nao existe
printf(”valor ndo existe!!\n");
return 0;
}

if (valor < (xraiz)->info) {
if ((res = remove_ArvAVL (&(*xraiz)->esq,valor)) =
removeu né da subarvore da esquerda
if (fatorBalanceamento_NO(*raiz) >= 2) { // subarvore
da direita muito mais alta
if (altura_NO((*raiz)->dir->esq) <= altura_NO((*raiz)
->dir->dir))
RotacaoRR(raiz); // remocdo correspondeu a insercao
na subarvore da direita do filho da direita de atual
else
RotacaoRL(raiz); // remocado correspondeu a insercao
na subarvore da esquerda do filho da direita de atual

}

v {7/

}
if ((xraiz)->info < valor) {
if ((res = remove_ArvAVL (&(*raiz)->dir, valor)) == 1) {
// removeu ndé da subarvore da direita
if(fatorBalanceamento_NO(*raiz) >= 2) { // subarvore da
esquerda muito mais alta
if(altura_NO((*raiz)->esq->dir) <= altura_NO((*raiz)
->esq->esq) )
RotacaolL(raiz); // remocado correspondeu a insercao
na subarvore da esquerda do filho da esquerda de atual
else
RotacaolLR(raiz); // remocado correspondeu a insercao
na subarvore da direita do filho da esquerda de atual

}
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74 }

75 if ((*raiz)->info == valor) {

276 if (((*raiz)->esq == NULL || (*xraiz)->dir == NULL)) {//

6 tem somente um ou nenhum filho

77 struct NO *oldNode = (*raiz);

278 if ((*xraiz)->esq != NULL)
279 *raiz = (*raiz)->esq;
280 else

281 *raiz = (*raiz)->dir;
282 free(oldNode);

} else { // nd tem dois filhos: substitui-o pelo nd mais
a esquerda da subarvore da direita

284 struct NO* temp = procuraMenor ((*raiz)->dir);

285 (xraiz)->info = temp->info;

286 remove_ArvAVL (&(*raiz)->dir, (*raiz)->info);

287 if (fatorBalanceamento_NO(*raiz) >= 2) {

288 if(altura_NO((*raiz)->esq->dir) <= altura_NO((*raiz)
->esq->esq))

289 RotacaollL (raiz);

290 else

201 RotacaolLR(raiz);

292 }

293 }

204 if (*raiz != NULL)

295 (*raiz)->altura = maior(altura_NO((*raiz)->esq),
altura_NO((*raiz)->dir)) + 1; // atualiza a altura da raiz

296 return 1;

297 }

298 (*raiz)->altura = maior(altura_NO((*raiz)->esq),altura_NO

((*raiz)->dir)) + 1; // atualiza a altura da raiz

299 return res;

Passo a passo

Remove valor: 2.
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N6 4 desbalanceado: aplicar

Remove valor: 7. rotagao LL

(Do =+2

@)b=0
10 G-+ :>
fb=0 fb=0

7.7 Exercicios

1. Crie uma arvore AVL a partir da inser¢do dos seguintes valores, nesta
ordem, mostrando o passo a passo a cada insercao:

55, 42, 28, 74, 63, 12, 48, 54, 17, 9, 2, 99.

2. Agora, remova os nés da arvore, um a um, na ordem em que foram inseridos.
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8 Tabelas hash

8.1 Defini¢coes basicas e aplicagoes
Motivagao: busca
¢ Principio de funcionamento dos métodos de busca:

— Procurar a informacao desejada com base na comparacido de suas
chaves, i.e. com base em algum valor que a compde.

e Problema: algoritmos eficientes necessitam que os elementos estejam arma-
zenados de forma ordenada:

— Custo ordenacao melhor caso é O(nlogn);
— Custo da busca melhor caso é O(logn).

* Arvores bindrias balanceadas: O(log, n).

Busca ideal: O(1)

¢ Custo da comparacdo de chaves é alto.
¢ O que seria uma operagdo de busca ideal?

— Seria aquela que permitisse o acesso direto ao elemento procurado,
sem nenhuma etapa de comparagao de chaves.

— Nesse caso, terfamos um custo O(1) — tempo sempre constante de
acesso.

e Uma saida é usar arrays:

— Estruturas que utilizam indices para armazenar informagoes;

— Permitem acesso a qualquer posi¢ao com custo O(1).

Problema
Arrays nao possuem nenhum mecanismo que permita calcular a posicdo onde
uma informacao estd armazenada — a operacdo de busca ndo é O(1).

e Precisamos do tempo de acesso do array, em conjunto com a capacidade
de busca qualquer elemento em tempo constante.

e Solugdo: usar uma tabela hash.
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Tabelas hash

o Também conhecidas como tabelas de indezacdo ou de espalhamento®.

— Sao generalizacoes do conceito de array.
— EDs especializadas nas operagdes de diciondrio (busca, insercdo e
remocao) de maneira eficiente.
o Ideia central:
— Utilizar uma funcdo, chamada de fun¢do de hashing, para espalhar os
elementos que se deseja armazenar na tabela.

— Tal espalhamento faz com que os elementos fiquem dispersos de forma
nao ordenada dentro do array que define a tabela.

Exemplo

7 e
/ hky)
\ hky)
| @?4 h(ky)
l h(ks)

\ hiks)

Beneficios do espalhamento

e A tabela permite a associar valores a chaves:

— Chave: parte da informacao que compoe o elemento a ser inserido ou
buscado na tabela.

* Ex.: Num cadastro de alunos, a matricula pode ser chave — dois
alunos nao tem a mesma matricula.

x As demais informacoes de cada aluno, como nome, etc., sdo os
dados satélites.

— Valor: posigao (indice) onde o elemento se encontra no array que
define a tabela.

3Em inglés: hashing
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o Dadas n chaves, e uma tabela de tamanho m — com m = ©(n) — as posicdes
da tabela se situam no intervalo [0, m — 1]: cada posi¢do pode armazenar
um ou mais elementos.

e Logo, a partir de uma chave pode-se acessar de forma réapida — em geral,
O(1) — uma determinada posigao do array.
Vantagens
e Alta eficiéncia na operacao de busca

— Caso médio é O(1), enquanto o da busca linear é O(n) e da busca
bindria é O(logan).

e Tempo de busca é praticamente independente do niimero de chaves arma-
zenadas na tabela.

¢ Implementagao simples.

Desvantagens
o Alto custo para recuperar os elementos da tabela ordenados pela chave.

— Nesse caso, é preciso ordenar a tabela;

— O pior caso é O(m), sendo m o tamanho da tabela.
o Colisoes.
Colisao

Quando duas (ou mais) chaves diferentes tentam ocupar a mesma posigdo na
tabela hash.

o Inevitavel, mas indesejavel, pois diminui o desempenho do sistema.

Exemplo de colisao

h(k,)
h(k,)

h(ky) = h(ks)

h(ky)

m-1
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Principais aplicagoes

o Busca de elementos em bases de dados. Ex.: estruturas de dados em

8.2

memoéria, bancos de dados e mecanismos de busca na Internet;
verificacdo de integridade de dados e autenticacdo de mensagens;

— os dados sao enviados juntamente com o resultado da funcao de
hashing;

— O receptor dos dados recalcula a funcdo de hashing usando os dados
recebidos, e compara o resultado obtido com o que ele recebeu;

— Resultados diferentes: erro de transmissao.
Tabelas de simbolos em compiladores;
Compressao de dados — para evitar armazenamentos duplicados;
NAT (Network Address Translation) em redes de computadores;
Criptografia — armazenamento de senhas com seguranga.

— MD5 (Message-Digest Algorithm 5);
— SHA-1 (Secure Hash Algorithm).

Funcoes de hashing

Operagoes de diciondrio: necessério calcular a posi¢do (valor) dos dados
dentro da tabela.

A fungio de hashing h calcula a posigao h(k), 0 < h(k) < m, para uma
determinada chave k a partir dos dados.
— Extremamente importante para o bom desempenho da tabela.

— Responséavel por distribuir as informacoes de forma equilibrada na
ED — espalhamento.

funcéo

chave ——> .
hashing

——>» posicéo
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Requisitos

Idealmente fécil de computar e uniforme (distribuigdo equilibrada dos
dados).

— Cada posicao da tabela tem a mesma chance de receber uma chave
(maximo espalhamento).

O ideal é que a funcao fornega indices tinicos para o conjunto das chaves
de entrada possiveis;

Eventualmente, duas chaves diferentes podem ser mapeadas em valores
iguais (colisao): = # y tal que h(z) = h(y).

A implementacdao depende do conhecimento prévio da natureza e dominio
da chave a ser utilizada.

Exemplo: utilizar apenas trés digitos do ntimero de telefone de uma pessoa
para armazené-lo na tabela.

— Neste caso, seria melhor usar os trés ultimos digitos ao invés dos
trés primeiros, pois estes costumam se repetir com maior frequéncia,
gerando posig¢oes iguais na tabela.

Assim, o ideal é usar um calculo diferente de espalhamento para cada tipo
de chave.

Esquema de funcionamento

hiky)
h(k,)
funcéo h(kz)
hashing h(ks)

h(ky)

RARN/

Funcgoes de hashing comumente utilizadas

M¢étodo da divisao;
Método da multiplicagao;
Método da dobra.
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8.2.1 Meétodo da divisao

Também conhecido como método da congruéncia linear.

Consiste em calcular o resto da divisdo do valor inteiro que representa o
elemento pelo tamanho da tabela, m:

h(k) = k mod m.
Simples e direta;

Implementagao em C: A operagio de E bit-a-bit (&) com o valor 0x7FFFFFFF
elimina o bit de sinal e evita o risco de ocorrer um overflow e consequente
obtencao de um ntimero negativo.

TabelaHash.c: método da divisdo

int chaveDivisao(int chave, int TABLE_SIZE) {

return (chave & Ox7FFFFFFF) % TABLE_SIZE;

Limitacgoes

e Resto da divisao: valores diferentes podem resultar na mesma posicao.

— Ex.: O resto da divisao de 11 por 10 e de 21 por 10 s&o 0 mesmo
valor de posigao: 1

e Uma maneira de reduzir esse tipo de problema é utilizar como tamanho

da tabela, m, um numero primo.

8.2.2 Método da multiplicagao

Também conhecido como método da congruéncia linear multiplicativo.

Usa uma constante fraciondria A, 0 < A < 1, para multiplicar o valor da
chave que representa o elemento;

Em seguida, a parte fraciondria resultante é multiplicada pelo tamanho da
tabela para calcular a posi¢do do elemento:

h(k)=|m-[(k-A) mod 1]]
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TabelaHash.c: método da multiplicacao

71/ int chaveMultiplicacao(int chave, int TABLE_SIZE) {

double A = 0.6180339887; // constante: 0 < A < 1
double val = chave * A;

val = val - (int) val;

return (int) (TABLE_SIZE =* val);

Aspectos

Escolha de m nao é mais critica;
Porém, escolha de A depende dos dados.
— Knuth sugere o negativo do conjugado da razdo durea:

1-5

A=——

~ 0,6180339887

Exemplo — com tabela de tamanho m = 1024

Chave k£ = 2112 e A = 0,8660254038:
Multiplicagdo: k- A = 1829, 0456528256;
Parte fraciondria: (k- A) mod 1 = 0,0456528256;

Produto da parte fracionéria por m: m-[(k-A) mod 1] = 1024-0, 0456528256 =
46, T484934144;

A parte inteira (piso) é a posi¢io na tabela: h(k) = [46,74...] = 46.

Repetindo-se o exemplo anterior para A = 0,6180339887 (Knuth): h(k) =
294.

8.2.3 Método da dobra

Utiliza um esquema de dobrar e somar os digitos da chave para calcular a
sua posicao.

Considera o valor inteiro que representa o elemento como uma sequéncia
de digitos escritos num pedago de papel.

— Enquanto esse valor for maior que o tamanho da tabela, o papel é
dobrado e os digitos sobrepostos sdo somados, desconsiderando-se as
dezenas.

O processo se repete até que os digitos formem um ntimero menor que m,
o tamanho da tabela.
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Exemplo — com tabela de tamanho m = 64

I2I9IOI6I1I9I7I4I(_

k =29061974
G
1974 elolole]
6092 Nio
7966
7{olele

66
53 Sim

A\

Endereco

Implementacao com operagdes bit-a-bit
¢ O método da dobra pode ser usado com operagées bit-a-bit:

— Utiliza a operagao de OU exclusivo (XOR);

— Nao se usa as operagoes de F e OU bit-a-bit, pois estas produzem
resultados menores e maiores, respectivamente, que os operandos
envolvidos.

TabelaHash.c: método da dobra

sol int chaveDobra(int chave, int TABLE_SIZE) {
61 int num_bits = 10;

62 int partel = chave >> num_bits;

63 int parte2 = chave & (TABLE_SIZE-1);

64 return (partel * parte2);

e A dobra neste caso pode ser realizada de b em b bits, o que resulta em
f(k) €0, 2°).

e Ex.: queremos calcular a posi¢ao do valor 71 (0001000111 em binério),
usando b = 5:

Posicdo = 00010 “OU exclusivo” 00111
= 00101
=5.
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8.2.4 Cadeias de caracteres como chaves

e Quando a chave é alfanumérica, i.e. uma string, pode-se optar por calcular
um valor numérico a partir de seu contetido:

— Esse valor pode ser facilmente calculado, por exemplo, somando-se
os valores ASCII dos caracteres que compoem a string — porém, isto
nao é bom.

¢ O resultado pode entao ser usado como parametro numa funcdo de hashing.

TabelaHash.c: String como chave

1l int valorString(char *xstr) {

12 int i, valor = 7;

13 int tam = strlen(str);

44 for (i=0; i < tam; i++)

15 valor = 31 % valor + (int) str[il];

16 return (valor & Ox7FFFFFFF);
47 }

e Por que nao devemos simplesmente somar os valores ASCII dos caracteres
da string?

— Porque palavras que correspondem a permutacbes uma da outra
produzirao o mesmo valor e, consequentemente, uma colisdo.

— Exemplo: rato e ator.

rato: 114 + 97 + 116 + 111 = 438
ator: 97 + 116 + 111 + 114 = 438.

e A posigao da letra deve ser considerada.

¢ No trecho de cédigo, cada novo caractere é somado ao produto da soma
dos caracteres anteriores pelo nimero 31 (ntmero primo, assim reduzindo
a probabilidade de se produzir valores iguais).

8.3 Um tipo abstrato de dados (TAD) para tabela hash

o Consideramos um tipo abstrato de dados opaco em Linguagem C

Relembrando: Tipo opaco
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— A ED serd referenciada mediante um ponteiro para a mesma, ao invés
de uma variavel do tipo “tabela hash” diretamente.

— Isto permite ocultar a implementacao, permitindo sua alteragao sem
interferir no funcionamento de qualquer cédigo que o utilize — desde
que a interface seja respeitada.

e Modularizacao do TAD:

— TabelaHash.h: a interface em si: definicdo do tipo opaco; funcoes
disponiveis para as operagdes na tabela (protétipos).

— TabelaHash.c: o que deve ficar oculto do usuario, além da implemen-
tacdo das funcgoes definidas pela interface. Inclui a defini¢ao do tipo
hash.

e Tipo hash: estrutura que contém:

— TABLE_SIZE: tamanho da tabela (m, a quantidade de entradas disponi-
veis) ;
— qtd: quantidade de entradas ocupadas da tabela;

— xxitens: a ED em si, i.e. um array de enderegos dos dados.

Observagao

e Por questoes de desempenho e de bom uso da memoria, a tabela ira
armazenar apenas o enderego para a estrutura que contém os dados, e nao
os dados em si.

e A alocacao é feita a medida que os elementos sao inseridos.

Interface: TabelaHash.h

TabelaHash.h

1| struct aluno{

2 int matricula;
3 char nome[30];
\ float n1,n2,n3;

5| 33
7| typedef struct hash Hash;

ol Hash* criaHash(int TABLE_SIZE);

0l void liberaHash(Hash* ha);

11| int valorString(char *str);

12/ int insereHash_SemColisao(Hash* ha, struct aluno al);

13/ int buscaHash_SemColisao(Hash* ha, int mat, struct alunox* al)

)
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14 int insereHash_EnderAberto(Hash* ha, struct aluno al);
15| int buscaHash_EnderAberto(Hashx ha, int mat, struct alunox al

)

Defini¢ao da tabela: TabelaHash.c

TabelaHash.c: bibliotecas usadas e definicao do tipo

i|#include <stdlib.h>
#include <string.h>
;| #include "TabelaHash.h” //inclui os prototipos

N

5| //Definicdo do tipo Hash
sl struct hash {

7 int qtd, TABLE_SIZE;

8 struct aluno **itens;

9l s

Criando uma tabela hash

main.c — Exemplo de uso

Hash =*tabela = criaHash(tamanho);

TabelaHash.c: criacdo da tabela hash

11| Hash* criaHash(int TABLE_SIZE) {

12 Hash* ha = (Hash*) malloc(sizeof (Hash));
13 if (ha != NULL) {

14 int 1i;

15 ha->TABLE_SIZE = TABLE_SIZE;

16 ha->itens = (struct aluno*x) malloc(TABLE_SIZE * sizeof(
struct alunox));

17 if (ha->itens == NULL) {

18 free(ha);

19 return NULL;

}

21 ha->qtd = 0;

22 for (i=0; i < ha->TABLE_SIZE; i++)

23 ha->itens[i] = NULL;

24 }

25 return ha;
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Liberando a tabela hash da memoéria

main.c — Exemplo de uso

Hash =*tabela = criaHash(tamanho);

liberaHash(tabela);

TabelaHash.c: liberando a tabela

>s| void liberaHash (Hash* ha) {

29 if (ha != NULL) {

30 int 1i;

31 for (i=0; i < ha->TABLE_SIZE; i++) {
32 if (ha->itens[i] != NULL)

33 free(ha->itens[i]);

34 }

35 free(ha->itens);

36 free(ha);

37 }

38 }

8.4 Imsercao e busca sem tratamento de colisoes
Insercgao

e Calcular a posigdo da chave (valor) no array.

e Alocar espaco para os dados.

¢ Armazenar os dados na posigao calculada.

/ - A i
/ M hky)
I ® \ h(ky)

h(ky)

\ @, | kg
hk

\\ 1 3
~ _ / m-1
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main.c — Exemplo de uso

Hash =*tabela = criaHash(tamanho);
struct aluno alu = {1000, "Nicomedes Alves dos Santos”, 8.8,
7.4, 7.7%};
insereHash_SemColisao(tabela,alu);
TabelaHash.c: inser¢do na tabela hash
s1|int insereHash_SemColisao(Hashx ha, struct aluno al) {
82 if (ha == NULL || ha->qtd == ha->TABLE_SIZE)
8: return 0;
84
85 int chave = al.matricula;
86 //int chave = valorString(al.nome);
88 int pos = chaveDivisao(chave,ha->TABLE_SIZE);
89 struct aluno* novo;
90 novo = (struct alunox) malloc(sizeof(struct aluno));
91 if (novo == NULL)
92 return 0;
93 *novo = al;
)4 ha->itens[pos] = novo;
95 ha->qtd++;
96 return 1;
)7 }
Busca
o Calcular a posigao da chave (valor) no array.
e Verificar se ha dados na posicao calculada.
e Retornar os dados.
main.c — Exemplo de uso
Hash *tabela = criaHash(tamanho);
struct aluno alu = {1000, "Nicomedes Alves dos Santos”, 8.8,
7.4, 7.73};

insereHash_SemColisao(tabela,alu);

buscaHash_SemColisao(tabela, 1000, &al);
printf("%s, %d\n",al.nome,al.matricula);
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99

TabelaHash.c: busca na tabela hash

int buscaHash_SemColisao(Hash* ha, int mat, struct alunox al)

{
if (ha == NULL)
return 0;

int pos = chaveDivisao(mat,ha->TABLE_SIZE);

if (ha->itens[pos] == NULL)
return 0;

*al = x(ha->itens[pos]);

return 1;

8.5 Hashing universal, perfeito e imperfeito

Hashing universal

o Funcao de hashing estd sujeita ao problema de se gerar colisoes — posigoes
iguais para chaves diferentes;

e Por se tratar de uma fungao deterministica, pode ser manipulada de forma
indesejada.

— Conhecendo-se a fun¢ao de hashing, pode-se escolher as chaves de
entrada de modo que todas colidam, diminuindo o desempenho da
tabela na busca para O(n).

e O hashing universal é uma estratégia que busca minimizar o problema de
colisGes.

o Escolhe-se aleatoriamente, em tempo de execugdo, a fungao de hashing que
serd utilizada.

o Para isso, constréi-se um conjunto (ou familia) de fungoes de hashing.

Familia de funcgoes

o Existem diversas formas de se construir uma familia de fun¢des de hashing.
e Ex.: Uma familia de fungbes pode ser facilmente obtida da seguinte forma:

1. Escolhe-se um ntimero primo p que seja maior do que qualquer chave
k a ser inserida.

2. p também deve ser maior do que o tamanho da tabela, m.

3. Entao, escolhe-se, aleatoriamente, dois niimeros inteiros, a e b, tais
que0<a<pe0<b<p.
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4. Dados p, a e b, define-se a funcdao de hashing universal como sendo:

hab(k) = [(a - k 4+ b) mod p] mod m

e A funcao de hashing universal dada permite o tamanho da tabela, m, possa
nao ser necessariamente primo.

e Ainda, como existem ao todo p — 1 valores possiveis para a e p para b, é
possivel gerar p(p — 1) fungées de hashing diferentes.

Hashing imperfeito x hashing perfeito

e Dependendo do tamanho da tabela, m, e dos valores inseridos, uma funcéo
de hashing pode ser definida como:

— Hashing imperfeito;
— Hashing perfeito.
Hashing imperfeito

e Para duas chaves diferentes k; e k3, a saida da funcdo de hashing é a
mesma, i.e. h(ky) = h(kz): colisdo.

e Como ja explicado, algo indesejavel, pois diminui o desempenho.

e De modo geral, muitas tabelas hash fazem uso de alguma outra ED para
lidar com tal problema, como sera visto adiante.

Hashing perfeito

e Nunca ocorre colisdo:
— Chaves diferentes sempre produzem posicoes diferentes.

e No pior caso, as operacoes sdo sempre executadas em tempo constante,
o(1).

« E utilizado onde a colisdo nédo ¢é toleravel.

o Trata-se de um tipo de aplicagdo muito especifica, por exemplo, o conjunto
de palavras reservadas de uma linguagem de programacao. Nesse caso, se
conhece previamente o contetido a ser armazenado.

120



8.6 Tratamento de colisoes
Mundo ideal x mundo real
o No mundo ideal:

— Hashing perfeito — a funcao de hashing ird sempre fornecer posigoes
diferentes para cada uma das chaves inseridas.

e No mundo real, contudo:

— Independente da funcao de hashing utilizada, a mesma fatalmente
poderé retornar a mesma posigao para duas chaves diferentes: colisao!

Técnicas para tratamento de colisGes

o Infelizmente, nao se pode garantir que as funcoes de hashing possuam
um bom potencial de espalhamento por que as colisdes — teoricamente
inevitaveis — também sdo uniformemente distribuidas.

o Por isso, é preciso ter uma abordagem para trata-las.
e Duas técnicas muito comuns:
— Enderecamento aberto;
— Encadeamento separado.
Enderecamento aberto

o Em inglés, open addressing. Também conhecido por rehash.

e Em caso de colisdo, percorre-se a tabela hash buscando por uma posi¢ao
ainda nao ocupada.

¢ Os elementos sdo armazenados na propria tabela.

— Desta forma, evita-se o uso de listas encadeadas.

Exemplo
e ks é tal que h(ks) = h(ks), com ko ji inserido na tabela:

— Percorre-se a tabela até encontrar uma posigdo vaga (NULL).
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N\ NULL |0
/ @\\\_) NULL
/ h(kq)
l ® \ hky)
NULL
| ©® ~ h(ky) = h(ks)
_ -7 NULL
\ @& 7 hks)
\ NULL
- _ /s NULL |m-1

Vantagens

e Maior niimero de posi¢oes na tabela para a mesma quantidade de memoria
usada no encadeamento separado;

— A memdria utilizada para armazenar os ponteiros da lista encadeada
no encadeamento separado pode ser aqui usada para aumentar o
tamanho da tabela, diminuindo o niimero de colisées.

e Busca é realizada dentro da propria tabela — recuperacao mais rapida de
elementos;

¢ Voltada para aplicagoes com restricbes de memoéria;

e Ao invés de acessar ponteiros extras, calcula-se a sequéncia de posicoes a
serem armazenadas.

Desvantagens

¢ Custo maior no processamento no calculo das posigoes

— Se deve ao fato de que, quando uma colisdo ocorre, deve-se calcular
uma nova posicao da tabela.

o Possibilidade de colisdes sucessivas.

ColisGes sucessivas: exemplo

e Ao simplesmente se percorrer a tabela, havera colisoes sucessivas.
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NULL |0
NULL
@— ————— > hiky)
> hiky)
> h(ky)
NULL

h(kg)

NULL
NULL |m-1

Estratégias de enderecamento aberto

o Para a realizacao do célculo da nova posicao apds a colisdo, existem trés
estratégias muito utilizadas:
— Sondagem linear;
— Sondagem quadratica;
— Duplo hash.

Sondagem linear

e Também conhecida como tentativa linear, espalhamento linear ou rehash
linear.

o Tenta espalhar os elementos de forma sequencial, a partir da posigao
calculada utilizando a funcao de hashing:

— Se ja existe um elemento na posicao, tenta-se o préximo, até que se
encontre uma posicao vazia, de forma circular.

o Funcionamento:
— Primeiro elemento (i = 0) é colocado na posicao obtida pela fungao
de hashing: pos;

— Segundo elemento (colisdo) é colocado na posi¢do pos + 1 — caso a
mesma esteja livre;

— Terceiro elemento (nova colisdo) é colocado na posi¢do pos + 2 — caso
a mesma esteja livre, etc.;

TabelaHash.c: sondagem linear

int sondagemLinear(int pos, int i, int TABLE_SIZE) {
return ((pos + i) & Ox7FFFFFFF) % TABLE_SIZE;
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Exemplo

Chave | h(k;) | Insercao

k1 2 Posicao 2 vazia: insere o ele-
mento.

ko 6 Posicao 6 vazia: insere o ele-
mento.

ks 2 Posicao 2 ocupada, procura na
proxima posicao: 3. Posicao 3
vazia. Insere o elemento.

ky 9 Posicao 9 vazia: insere o ele-
mento.

ks 9 Posicao 9 ocupada, procura na
préxima posicdo. Como 9 é a 1l-
tima, volta para o inicio: 0. Po-
sicao 0 vazia. Insere elemento.

ks
NULL
k1
k3
NULL
NULL
ko
NULL
NULL
kg4

© 00 N O UL W N+~ O

Desvantagem: agrupamento primario

« A medida que a tabela hash fica mais cheia, o tempo para incluir ou buscar

um elemento aumenta;

e A medida que os elementos sdo inseridos, surgem longas sequéncias de

posicoes ocupadas;

e A ocorréncia desses agrupamentos aumenta o tempo de pesquisa, diminu-

indo o desempenho.

Sondagem quadratica

e Também conhecida como tentativa quadrdtica, espalhamento quadrdtico ou

rehash quadrdtico;

o Tenta espalhar os elementos com base numa equagdo do segundo grau.

o Exemplo: pos + (c; - i) + (co - i2).
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— pos é a posicao obtida pela funcdo de hashing:;

— 1 é tentativa atual,

— 1 e ¢ s80 os coeficientes da equacao.

o Funcionamento:
— Primeiro elemento (i = 0) é colocado na posicao obtida pela fungao
de hashing: pos;
— Segundo elemento (colisao) é colocado na posigdo pos + (c1x1) + (c2
*1) — caso a mesma esteja livre;
— Terceiro elemento (nova colisdo) é colocado na posi¢ao pos + (c1%2) +
(c2%2%2) — caso a mesma esteja livre, etc.;

TabelaHash.c: sondagem quadratica
int i, int TABLE_SIZE) {
* 1) + (c2 * 172)

int sondagemQuadratica(int pos,
pos = pos + 2%xi + 5%xi%xi; // hash + (c1

return (pos & Ox7FFFFFFF) % TABLE_SIZE;

25] }
Comparativo
Sondagem quadratica T )
[of1|2]3|4afs5]|6]7]8]o]10]11]12]13] 14 [15]16[17]18]
Sondagem linear
Aspectos

e Resolve o problema de agrupamento primario;

e Porém, gera outro problema, conhecido como agrupamento secunddrio:

— Todas as chaves que produzirem a mesma posi¢ao inicial também
produzirao as mesmas posi¢oes na sondagem quadrética.

o Felizmente, a degradacao produzida pelos agrupamentos secundérios é
menor que a produzida pelos agrupamentos primarios.
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Duplo hash

e Também conhecida como espalhamento duplo;

e Tenta espalhar os elementos utilizando duas func¢ées de hashing, necessari-
amente diferentes entre si:

— a primeira fun¢do de hashing, hy, é utilizada para calcular a posicdao
inicial do elemento;

— a segunda funcdo de hashing, ho, é utilizada para calcular os desloca-
mentos em relacdo a posigao inicial, em caso de colisao.

e A posi¢do de um novo elemento na tabela hash é obtida como sendo

hl +i- h27
onde ¢ é tentativa atual de insercao do elemento.

e A segunda funcdo de hashing nao pode resultar em zero, pois neste caso
nao haveria deslocamento.

¢ Funcionamento:

— Primeiro elemento (i = 0) é colocado na posicao obtida pela fungao
de hashing h1;

— Segundo elemento (colisdo) é colocado na posicao dada por hy + he —
caso a mesma esteja livre;

— Terceiro elemento (nova colisdo) é colocado na posi¢do hy + 2hs — caso
a mesma esteja livre, etc.;

TabelaHash.c: duplo hash

127 int duploHash(int H1, int chave, int i, int TABLE_SIZE) {
128 int H2 = chaveDivisao(chave,TABLE_SIZE-1) + 1;
129 return ((H1 + i%*H2) & Ox7FFFFFFF) % TABLE_SIZE;

Insercao com tratamento de colisGes

« Calcular a posi¢do da chave (valor) no array.

o Recalcular a posi¢io enquanto houver colisdo (limitar o nimero de tentati-
vas).

e Alocar espago para os dados.

e Armazenar os dados na posigao calculada.
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main.c — Exemplo de uso

Hash *tabela = criaHash(tamanho);

struct aluno alu = "Nicomedes
7.4, 7.7%};

insereHash_EnderAberto(tabela,alu);

{1000,

Alves dos Santos”,

8.8,

TabelaHash.c: insercdo com tratamento de colisao

132/ int insereHash_EnderAberto(Hash* ha, struct aluno al) {
133 if (ha == NULL || ha->qtd == ha->TABLE_SIZE)

134 return 0;

135

136 int chave = al.matricula;

137 //int chave = valorString(al.nome);

138

139 int i, pos, newPos;

140 pos = chaveDivisao(chave,ha->TABLE_SIZE);

141 for (i=0; i < ha->TABLE_SIZE; i++) {

142 newPos = sondagemLinear (pos,i,ha->TABLE_SIZE);

143 //newPos = sondagemQuadratica(pos,i,ha->TABLE_SIZE);
144 //newPos = duploHash(pos,chave,i,ha->TABLE_SIZE);
145 if (ha->itens[newPos] == NULL) {

146 struct aluno* novo;

147 novo = (struct alunox) malloc(sizeof(struct aluno));
148 if (novo == NULL)

149 return 0;

150 *novo = al;

151 ha->itens[newPos] = novo;

152 ha->qtd++;

153 return 1;

154 }

155 }

156 return O;

157] }

Busca com tratamento de colisoes

o Calcular a posi¢do da chave (valor) no array.

o Verificar se hd dados na posigao calculada, e se tais dados correspondem &
chave.

e Recalcular a posicao enquanto os dados forem diferentes da chave.

¢ Retornar os dados.
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160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

main.c — Exemplo de uso

Hash *tabela = criaHash(tamanho);

struct aluno alu = {1000, "Nicomedes Alves dos Santos”, 8.8,
7.4, 7.7%};
insereHash_EnderAberto(tabela,alu);

int x = buscaHash_EnderAberto(tabela, 1000, &al);

TabelaHash.c: busca com tratamento de colisdo

int buscaHash_EnderAberto(Hash* ha, int mat, struct alunox*x al
) {
if (ha == NULL)
return 0;

int i, pos, newPos;

pos = chaveDivisao(mat,ha->TABLE_SIZE);

for (i=0; i < ha->TABLE_SIZE; i++) {
newPos = sondagemlLinear (pos,i,ha->TABLE_SIZE);
//newPos = sondagemQuadratica(pos,i,ha->TABLE_SIZE);
//newPos = duploHash(pos,mat,i,ha->TABLE_SIZE);

if (ha->itens[newPos] == NULL)
return 0;
if (ha->itens[newPos]->matricula == mat) {
*al = x(ha->itens[newPos]);
return 1;
}
}
return O;

Encadeamento separado

o Em inglés, separate chaining.

o Néo procura por posigoes vagas (valor NULL) dentro do array que define a
tabela.

e Armazena em cada posicido do array o inicio de uma lista dindmica enca-
deada.

— E dentro dessa lista que serdo armazenadas as colisdes (elementos
com chaves iguais) para aquela posi¢ao do array.
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Exemplo

T
ol NuLL
chave posicdo 1 _’| kz | |
kl 3 2 NULL
K 1 3 kg ks
b [ s I:> o e
ky 8 5 _>| ks | |
ko 5 6 NULL
NULL
ke 8 7 p
b [T
9 —>| ks
Caracteristicas

e A lista dindmica encadeada mantida em cada posicdo da tabela pode ser

ordenada ou ndo. Lista nao ordenada

— Insercéo tem complexidade O(1) no pior caso: basta inserir o elemento

no inicio da lista.

— Busca tem complexidade O(m) no pior caso: busca linear.

e Desvantagem: quantidade de meméria consumida — gasta-se mais memoria
para manter os ponteiros que ligam os diferentes elementos dentro de cada

lista.

8.7 Exercicios

1. Descreva de que forma podemos detectar que todas as posigoes possiveis

vagas da tabela hash foram acessadas durante o reespalhamento.

2. Considere uma tabela de hash de tamanho m = 1000 e a fungdo de hashing
usando o método da multiplicagdo com A = (v/5 —1)/2. Calcule os valores

de hash das chaves 61, 62, 63, 64 e 65.

3. Suponha um conjunto de n chaves, formado pelos n primeiros multiplos
do niimero 7. Quantas colisGes seriam obtidas mediante a aplicacdo das

funcoes de hashing seguintes?
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(a) h(k) =k mod7 (b) h(k) =k mod 14 (¢) h(k) =k mod 5

4. Suponha uma tabela hash de tamanho m = 10 com enderegamento aberto
para armazenar chaves no intervalo [1,999]. Insira as seguintes chaves na
tabela: 371, 173, 203, 11, 24, nesta ordem, considerando diferentes métodos
de resolugao de colisoes:

a) Sondagem linear, fungdo de hashing h(k) = (k + i) mod m.

(a)
(b)
)
)

Sondagem quadrética, fungdo de hashing h(k) = (k + i?) mod m.
Sondagem quadrética, funcio de hashing h(k) = (k + 2i + %) mod m.

(c
(d) Hash duplo, fungdes de hashing: hi(k) = kmod m e ho(k) = 7 —

(k mod 7).

5. (CORMEN;, 2024) Considere uma tabela de espalhamento com 9 posigoes
inicialmente vazia e a fungdo de hash h(k) = k mod 9. Demonstre o que
acontece quando inserimos as chaves 5, 28, 19, 15, 20, 33, 12, 17, 10 com
as colisoes resolvidas por encadeamento.
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9 Armazenamento secundario

9.1 Conceitos basicos

o Mecanismos de inderacdo usados para acelerar o acesso aos dados desejados
em BD.

— Ex.: catdlogo de autores na biblioteca.

e Chave de busca — atributo ou conjunto de atributos usado para procurar
registros em um arquivo.

o Um arquivo de indice consiste em registros (chamados entradas de indice)
com estruturas:

chave de busca ‘ ponteiro ‘

e Um arquivo de indice é normalmente muito menor que o arquivo original.
e Dois tipos basicos de indices:

— Indices ordenados: as chaves de pesquisa sdo armazenadas em ordem
classificada;

— Indices de hash: as chaves de pesquisa sdo distribuidas uniformemente
entre “buckets” (entradas) usando uma fungio de hashing.

Meétricas de avaliacao de indice

e Tipos de acesso suportados de forma eficiente. Exemplos:

— Registros com um valor especifico de um atributo.

— Registros com um valor de atributo que se enquadra em um intervalo
especificado de valores.

e Tempo de acesso;
e Tempo de inserc¢ao;
e Tempo de exclusao;

e Sobrecarga de espago de armazenamento.
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9.2 Indices ordenados

e Em um indice ordenado, as entradas sdo armazenadas classificadas pelo
valor da chave de busca:

— Numeros, data/hora, strings.

o Indice agrupado (clustering indez): num arquivo ordenado sequencialmente,
o indice cuja chave de busca especifica a ordem sequencial do arquivo.

— Também chamado de indice primdrio.

— A chave de busca de um indice primério geralmente é, mas néo
necessariamente, a chave primaria.

e Indice secunddrio: um indice cuja chave de busca especifica uma ordem
diferente da ordem sequencial do arquivo. Também chamado de indice ndo
agrupado (nonclustering indez).

o Arquivo sequencial indexado: arquivo sequencial ordenado em uma chave
de busca, com um indice agrupado na mesma.

Arquivos de indice denso

o Indice denso — Ha um registro de indice para cada valor de chave de busca
no arquivo.

e Por exemplo, indice no atributo ID da relagdo instrutor:

10101 10101 | Srinivasan | Comp. Sci. | 65000 —7
12121 12121 [Wu Finance 90000 o

15151 15151 |Mozart Music 40000 HP
22222 22222 |Einstein Physics 95000 _7
32343 32343 |El Said History 60000 _7
33456 33456 |Gold Physics 87000 _7
45565 45565 |Katz Comp. Sci. | 75000 _7
58583 58583 |Califieri History 62000 ﬁ7
76543 76543 | Singh Finance 80000 ﬁ7
76766 76766 | Crick Biology 72000 %7
83821 83821 |Brandt Comp. Sci. | 92000 _7
98345 98345 |Kim Elec. Eng. 80000 77

¢ Indice denso em dept_name, com arquivo de instrutor classificado em
dept_name:
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Biology 76766 | Crick Biology 72000 1
Comp. Sci. 10101 | Srinivasan| Comp. Sci. | 65000 =
Elec. Eng. 45565 | Katz Comp. Sci. | 75000 B
Finance \ 83821 | Brandt | Comp. Sci. | 92000 1
History \ 98345 | Kim Flec. Eng, | 80000 | |«
Music \ 12121 | Wu Finance 90000 _7
Physics \ 76543 | Singh Finance 80000 _7
32343 | El Said History 60000 1
58583 | Califieri | History 62000 ﬁ7
15151 | Mozart Music 40000 -7
22222 | Einstein | Physics 95000 _7
33465 | Gold Physics 87000 _Z_L

Arquivos de indice esparso

o Indice esparso: contém registros de indice apenas para alguns valores da
chave de busca.

— Aplicavel quando os registros estao classificados pela chave de busca.
e Para localizar um registro com valor de chave de busca K deve-se:

— Encontrar a entrada de indice com o maior valor de chave < K;

— Pesquisar sequencialmente o arquivo a partir do registro apontado
pela entrada de indice.

10101 10101 |Srinivasan| Comp. Sci.| 65000 1
32343 12121 |Wu Finance 90000 -
76766 15151 |Mozart | Music 40000 i

22222 |Einstein | Physics 95000 -
32343 |El Said History 60000 y
33456 |Gold Physics 87000 -
45565 |Katz Comp. Sci.| 75000 =
58583 |Califieri | History 62000 =
76543 |Singh Finance 80000 -

76766 | Crick Biology 72000
83821 |Brandt Comp. Sci.| 92000
98345 |Kim Elec. Eng. | 80000 N

JvVvvvvvvvvv

e Comparado com indices densos:

— Menores espago e sobrecarga de manutencgao para inserc¢oes e exclusoes.

— Geralmente mais lento que o indice denso para localizar registros.
e Bom meio termo:

— Para indice agrupado: indice esparso com uma entrada de indice por
bloco do arquivo — menor valor da chave de busca no mesmo.
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bloco de
dados 0

bloco
de
dados 1

— Para indice ndo agrupado: indice esparso sobre indice denso (7ndice
multinivel)

Exemplo de indice secundario

¢ Indice secunddario no campo salarial de instrutor:

-

40000 10101 | Srinivasan | Comp. Sci. | 65000 ‘P
60000 12121 |Wu Finance 90000 \p
62000 15151 | Mozart Music 40000 i
65000 22222 |Einstein | Physics %5000 | e
72000 | 32343 |ElSaid History 60000 ﬁp
ggggg = 33456 | Gold Physics | 87000 _g
87000 45565 | Katz Comp. Sci. | 75000 -5
90000 58583 |Califieri | History 62000 -
92000 76543 | Singh Finance | 80000 | |
95000 76766 | Crick Biology 72000 7P
83821 |Brandt Comp. Sci. | 92000 ,p
98345 | Kim Elec. Eng. | 80000 ,%

e O registro de indice aponta para um bucket, que contém ponteiros para
todos os registros reais com aquele valor de chave de busca especifico.

¢ Os indices secundéarios devem ser densos.

Indices agrupados x indices nao agrupados

¢ Os indices oferecem beneficios substanciais na busca de registros.
o Entretanto, indices impdem sobrecarga na modificacdo do banco de dados:

— Quando um registro é inserido ou excluido, cada indice na relagao
deve ser atualizado;

— Quando um registro é atualizado, qualquer indice em um atributo
atualizado deve ser atualizado.

134



e A varredura sequencial usando indice agrupado é eficiente, mas uma varre-
dura sequencial usando um indice secundério (ndo agrupado) é cara em
disco magnético:

— Cada acesso ao registro pode buscar um novo bloco do disco;

— Cada busca de bloco no disco magnético requer cerca de 5 a 10
milissegundos.

Indice multinivel

e Se o indice nao couber na memoria, o acesso se torna caro.

e Solugdo: tratar o indice mantido no disco como um arquivo sequencial e
construir um indice esparso nele.

— Indice externo — um indice esparso do indice bésico;

— Indice interno — indice béasico para o arquivo.

e Se mesmo o indice externo for grande demais para caber na memoria
principal, outro nivel de indice podera ser criado, e assim por diante.

¢ Indices em todos os niveis devem ser atualizados a cada inser¢ao ou exclusao

no arquivo.
index data
—T\block 0 block 0
index —n data
block 1 lock 1
outer index .
inner index .
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Indices em varias chaves
o Chave de busca composta.

— Por exemplo, indice na relagdo instrutor para atributos (nome, ID)
— Os valores sio classificados lexicograficamente.

* Ex.: (Jodo, 12121) < (Jodo, 13514) e (Jodo, 13514) < (Pe-
dro, 11223).

— Pode-se buscar apenas pelo nome, ou (nome, ID).

9.3 Arvore Bt

¢ Desvantagem dos arquivos sequenciais indexados:

— O desempenho diminui & medida que o arquivo cresce, pois muitos
blocos de estouro (overflow blocks) séo criados.

— E necessaria a reorganizacao periddica de todo o arquivo — ndo dese-
javel.

o Vantagem dos arquivos de indice de arvore B+:

— Reorganiza-se automaticamente com pequenas alteragoes locais, em
face de insercoes e exclusoes.

— Nao é necessaria a reorganizagao de todo o arquivo para manter o
desempenho.

o (Menor) desvantagem das drvores B*:
— Sobrecarga extra na inser¢ao e exclusdo, sobrecarga de espago.
o Vantagens das drvores BT superam as desvantagens:

— Arvores BT sdo amplamente utilizadas.
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Exemplo de arvore B™

II-I- < Root node

= Internal nodes

Leaf nodes-,

[,[Brande] [Catifier] [Crick[{{ [Einstein] [ErSaid[ [ [»{[ Gold [] Kate [[ Kim|4{ [Mozart[[ Singh [ [+ [srinivesen] [Wu [ ]
10101 Srinivasan | Comp. Sci. 65000
12121 Wu Finance 90000
15151 Mozart Music 40000
22222 | Einstein Physics 95000

> 32343 | ElSaid History 80000
33456 | Gold Physics 87000
45565 | Katz Comp. Sci. | 75000
58583 | Califieri History 60000

> 76543 | Singh Finance 80000
76766 | Crick Biology 72000

>| 83821 | Brandt Comp. Sci. | 92000

»| 98345 Kim Elec. Eng. 80000

Definicgao
o A 4rvore BT é uma arvore enraizada que satisfaz as seguintes propriedades:

— Todos os caminhos da raiz até a folha tém a mesma altura;
— Cada né que néao ¢ a raiz ou uma folha tem entre [n/2] e n filhos.

— Um né folha tem entre [(n —1)/2] e n — 1 valores.

Casos especiais:

% Se a raiz nao for uma folha, ela tem pelo menos 2 filhos.

* Se a raiz for uma folha (i.e. se ndo houver outros nés na arvore),
ela pode ter entre 0 e n — 1 valores.

Estrutura de um né da arvore BT

e N tipico:

|PL|Ki [P ... [ Pooi | Knoa | P

— K sao valores de chaves de busca;

— P; sdo ponteiros para filhos (nds internos), ou ponteiros para registros
ou grupos de registros (nos folhas).

o As chaves de busca num né sado ordenadas:

Ki<Ky<Kz<---<K,_1

(Inicialmente sem chaves duplicadas)
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N6 folha de uma arvore Bt
e Propriedades de um né folha:

— Para ¢ =1,2,...,n — 1, o ponteiro P; aponta para um registro de
arquivo com valor de chave de busca K;;

— Se L; e L sdo noés folhas e i < j, os valores das chaves de busca de
L; sdo menores ou iguais aos valores das chaves de busca de Lj;

— P, aponta para o proximo né folha, seguindo a ordem das chaves de
busca.

[[Brandt || Califieri | [ Crick [}————— Pointer to next leaf node

10101 | Srinivasan | Comp. Sci.| 65000
12121 | Wu Finance 90000
15151 | Mozart Music 40000
22222 | Einstein | Physics 95000
32343 | El Said History 80000
33456 | Gold Physics 87000
45565 | Katz Comp. Sci. | 75000
58583 | Califieri | History 60000
76543 | Singh Finance 80000
76766 | Crick Biology 72000
83821 | Brandt Comp. Sci.| 92000
98345 | Kim Elec. Eng. | 80000

N6 interno de uma arvore BT

e Nos internos formam um indice esparso multinivel para os nés-folha. Para
um né interno com n ponteiros:

— Todas as chaves de busca na subarvore para a qual P; aponta sao
menores que Ki;

— Para 2 < i < n — 1, todas as chaves de busca na subarvore para a
qual P; aponta tém valores maiores ou iguais a K;_; e menores que
Ky

— Todas as chaves de busca na subarvore para a qual P, aponta tém
valores maiores ou iguais a K, _1.

Exemplo de arvore B+

[Jit saiel] [ viozart [ |

)

[ [ranat] Jeatifien] [criek] Jemstein] [ [}—{ [Ersaia] [ Gota [ Kete[] sm [[ [}—{ [ Mozart| [ singn [ stinivasan [ [wu [ ]

Arvore Bt para arquivo instrutor (n = 6).
¢ Os nés folhas devem ter entre 3 e 5 valores
([(n—=1)/2] en—1, com n = 6).

o Nbos internos (exceto a raiz) devem ter entre 3 e 6 filhos (entre [n/2] e n
com n = 6).

e A raiz deve ter pelo menos 2 filhos.
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Observagdes sobre arvores B+

e Como as conexoes entre nds sao feitas por ponteiros, blocos “logicamente”
préoximos nao precisam ser “fisicamente” proximos.

 Os niveis internos da arvore B* formam uma hierarquia de indices esparsos.
e A 4rvore BT contém um ntimero relativamente pequeno de niveis:

O O nivel abaixo da raiz tem pelo menos 2 - [n/2] valores;
O O préximo nivel tem pelo menos 2 - [n/2] - [n/2] valores;
O ... etc.

— Se houver K valores de chave de busca no arquivo, a altura da drvore
serd no maximo [logr,, /o1 (K)1;
— Assim as buscas podem ser conduzidas de forma eficiente.

o Insercoes e exclusdes no arquivo principal podem ser tratadas com eficiéncia,
pois o indice pode ser reestruturado em tempo logaritmico.

Consultas em arvores B+

1| function encontrar(v)

2 C = né raiz

3 while (C ndo é um né folha) begin

1 seja 1 = menor nuimero tal que v <= C.Ki
5 if ndo houver tal ntmero i then begin

6 C = dltimo ponteiro ndo nulo em C

7 end

8 else if ( v =C.Ki ) then C = Pi+l

9 else C = C.Pi

10 end

11 if para algum i , Ki = v then

12 retorne C.Pi

13 else retorne null /% nenhum registro com valor v x/

[Pzl T T

[[adame] [Brandt] [ [} [catifieri] [crick| [ [+ [Einstein] [E1saia[ [ [f+{ [Gold] [Katz] [Kim[J+| [Mozart| [singh] [ | [srinivasan] [wu] [ T]

o Consultas por intervalo encontram todos os registros com valores de chave
de busca num determinado intervalo.

— Veja o livro do Silberschatz para detalhes da funcao findRange(lb,
ub), que retorna o conjunto de tais registros;

— Implementagoes reais geralmente fornecem uma interface iteradora
para buscar registros correspondentes um de cada vez, usando uma
funcao next().
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Altura e desempenho da B*

e Se houver K registros no arquivo, a altura da arvore nao serd maior que
[logr,, /21 (K)].

e Um né tem geralmente o mesmo tamanho de um bloco de disco, normal-
mente 4 kilobytes.

— e um valor tipico de n é em torno de 100 (40 bytes por entrada de
indice)

e« Com 1 milhao de valores de chave de busca e n = 100:

— no méaximo logs, (1.000.000) = 4 nés séo acessados numa travessia de
consulta da raiz até uma folha.

e Compare isso com uma arvore binaria balanceada com 1 milhdo de valores
da chave de busca — cerca de 20 nds serao acessados em uma consulta.

— A diferenca acima é significativa, pois cada acesso ao né pode precisar
de uma operacao de E/S de disco, custando cerca de 10 milissequndos!

— Em meméria flash, 10 a 100 microssegundos — ainda significativo!

Chaves nao-exclusivas

e Se uma chave de busca a; ndo é chave candidata — i.e. pode ter duplicatas
— cria-se em um indice em uma chave composta (a;, A,), que é tnica.

— A, pode ser uma chave primaria, ID de registro, ou qualquer outro
atributo que garanta exclusividade.

e A busca por a; = v pode ser implementada por uma consulta por intervalo
na chave composta, com intervalo (v, —o0) a (v, +00).

o Porém mais operagdes de E/S sdo necessérias para buscar os registros reais

— Se o indice estiver agrupado, todos os acessos serdo sequenciais.

— Se o indice néo for agrupado, cada acesso ao registro pode precisar
de uma operacio de E/S.

Insercao na arvore BT

e Suponha que o registro ja foi adicionado ao arquivo. Seja:

— pr seja um ponteiro para o registro, e

— v o valor da chave de busca do registro.
e Encontre o né folha no qual o valor da chave de busca apareceria.

1. Se houver espaco no né folha, insira o par (v, pr) no né folha;
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2. Caso contrério, divida o né — junto com a nova entrada (v,pr) —
conforme discutido a seguir e propague as atualizagbes para os nés
pais.

¢ Dividindo um né folha:

— Tomam-se os n pares (valor da chave de busca, ponteiro) (incluindo o
que estd sendo inserido) em ordem. Colocam-se os primeiros [n/2]
no né original, e o restante em um novo no.

— Seja p o novo né, e k o menor valor da chave em p. Insira (k,p) no
pai do né que esta sendo dividido.

— Se o pai estiver completo, divida-o e propague a divisdo para cima.

e A divisdo dos nés prossegue para cima até que um né que nao esteja cheio
seja encontrado.

— No pior caso, o né raiz pode ser dividido, aumentando a altura da
arvore em 1.

|Adams|Brandt| | |[+—{ [Califieri] ] Crick | | [+—

Resultado da divisdo do né contendo Brandt, Califieri e Crick na inser¢do de Adams.
Préximo passo: inserir entrada com (Califieri, ponteiro-para-novo-né) no pai.

I Raiz

el 1] = Nos nteraos

Nos folhas -

“lendt Calihcri‘ ‘Cn’ckH—»ll‘Lmstcinl‘lEl Sm’dl ‘ H—»H Gold |‘| Katz H KlmH—»-ll‘Mozm't‘l‘ Singh | ‘
T T4 T T t t T 4

[Mozar [ [T}

Nés afetados

—

[ [catifier] [instein] [Gold] [Jsrnivasanl] ]}

[wal [ T]

[[adams] [Branat[ | [} [Catifieri] [crick| | [} [Einstein] [e1said] [ [4{ [Gola] [Kate] [Kim[J»{ [Mazar] [singh[ [ [3~| [srinivasan

Arvore B antes e apés a insercdo de Adams.

141



(Mol 11T

fcutin] eiten] JGod ) v [ 1]

[[Adems] [Brandt[[ [} [califieri] [Crick[ [ [}>] [Einstein[ [ESaid[ | [}»{ [Gold] [Katz] [Kim[}>{ [Mozart] [singh[ [ H{ [Srinivasan] [wu [ ]

\

Nos afetados

[T e [T 6/7

[ catifier: [Jinstein [T T [ [ srnivasan | |

TN\ N

[Jadams [[prance [T T [catitieri [ Jcre] [ [3{ [Fanstein] [t saia] | ‘+||GnldHKty|| [ Jxom [ [ramport [T | [Mozart [simgn [[ 3 [Srmivasan [[wu] [ ]

Nos afetados

Arvore B* antes e apds a insercdo de Lamport.

¢ Dividindo um né interno: ao inserir (k, p) em um né interno N ja completo:

Copie N para uma area de meméria M com espago para n—+1 ponteiros
e n chaves;

Insira (k,p) em M;
Copie P1, K1, ..., Ky 211, Pinj2) de M de volta para o né N;

Copie Pry, 2141, Kiny2141,- -+ Kny Prny1 de M para um né recém-
alocado N’

Insira (Kr,,/27, N') no pai de N.

o Exemplo:

|Adams.Erandt Ca\iﬁeri.Crickl‘ ‘Adams.BrandtJ | , Crick ||

A Y

¢ Pseudocddigo: livro do Silberschatz.
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Exemplos de exclusao na arvore B+

[Mozan[[ T T]

(TR o] oo e

Adams| [Brandt Califieri| | Crick Finstein | |F] Said| Gold| |Katz| |Kim Mozart| |Singh Srinivasan| |Wu
i

Nos afetados

(foste menl ]

[[adams] [Branat] [ [{+]| [catifieri] [criek[ ] [4>] [Einstein] [E15aid] | [{>] [Gold] [Kat« | [Kim [$+] [Mozart] [Singh] [wu]]

Antes e depois de excluir Srinivasan.
A exclusao causa a fusdo das folhas ndo totalmente cheias abaixo

|[catifen] [Einstein] | ] ([Mozer [ [T

[[adams] [Brandt[ [ [{+] [Catifieri] [crick[[ [f>] [Finstein] [E1Said] [ [{>] [Gold] [Katz ] [Kim[{>] [Mozar] [ singh] [wu[]|

Gold \

Nos afetados

[ alifieri] [Einstein] [ T]

L

| |Adams‘ |Brandl‘ ‘ H—l-‘ |Ca]1ﬁcri‘ ‘Crlck‘ ‘ H—-‘ ‘Einslem‘ |E] Said‘ ‘ H"" ‘Gold‘ ‘Ka!z| ‘ H—-—| ‘Kim | |Mu/art‘ ‘ ‘ |

e Antes e depois de excluir Singh e Wu: a folha contendo Singh e Wu ficou com
menos de [n/2] valores; toma-se emprestado Kim de seu irmao esq.;

e O valor da chave de busca no pai muda como resultado.
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(JCer] o] 1]

[[Adams] [Brandt[ [ [}>] [Catifieri] [crick[ [ [J>] [Einstein] [e15aid | []>] [Gotd] [Katz[ [ [ [iim | [Mozart[| |

| [ califieri| [Einstein] [Gold],

| |Adams| ‘Bra_ndt‘ | H—v‘ ‘Caliﬁeri‘ |Crick‘ | H——| |Einstein‘ ‘El 5aid| | H—r| ‘Katz‘ ‘Kun‘ ‘Mozart‘ |

e Antes e depois de excluir Gold: n6é com Gold e Katz ficou incompleto e foi
mesclado com seu irméo; o mesmo ocorre com o nd pai.

— O valor que separa os dois nés (no pai) desce na mesclagem.

e A raiz entdo tem apenas um filho e é excluida.

Exclusao na arvore Bt

e Suponha que o registro ja foi excluido do arquivo. Seja v o valor de chave
de busca do registro e pr o ponteiro para o registro.

o Remover (v, pr) do né folha;

e Se o no tiver poucas entradas devido & remocdo, e se suas entradas e as de
um irméo couberem em um unico né, entao:

— Insira todos os valores da chave de busca nos dois nés em um tnico
né (o da esquerda), e exclua o outro né.

— Exclua de seu pai o par (K;_1, P;), onde P; é o ponteiro para o n
excluido, usando recursivamente o procedimento acima.
o Caso contrario, se o no tiver poucas entradas devido a remogao, mas as

entradas no né e em um irmao ndo couberem em um tUnico no, redistribua
0s ponteiros:

— Redistribua os ponteiros entre o né6 e um irmao de modo que ambos
tenham mais do que o niimero minimo de entradas.

— Atualize o valor da chave de busca correspondente no pai do no.

e As exclusoes de nés podem ocorrer em cascata, até que um né que tenha
[n/2] ou mais ponteiros seja encontrado;

e Se o nd raiz tiver apenas um ponteiro apds a exclusao, ele seré excluido e
o Unico filho passa a ser a nova raiz.
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Complexidade das atualizagoes

o Custo (em termos de nimero de operagoes de E/S) de inser¢ao e excluséo
de uma tnica entrada é proporcional a altura da arvore:

— Com K entradas e um niimero méaximo de n filhos, a pior complexidade
de caso de inser¢do/exclusdo de uma entrada é O([logr,, /o1 (K)])

o Na prética, o nimero de operagdes de E/S é menor:

— Os nos internos tendem a estar em buffer de memoria;

— Divisoes/mesclas sdo raras: a maioria das operagdes de inser¢ao/ex-
clusdo afetam apenas um noé folha.

e A ocupagado média dos nés depende da ordem de inserc¢ao:

— 2/3 (=~ 67%) se aleatoriamente, 50% com inser¢ao ordenada.

Chaves nao-exclusivas

e Se lista de ponteiros de tupla com cada chave:

— Cbdigo extra para lidar com listas longas;

— A exclusao de uma tupla pode ser cara se houver muitas duplicatas
na chave de busca

* A pior complexidade pode ser linear!

— Baixo overhead de espago, sem custo extra para consultas.

o Torne a chave de busca tinica adicionando um identificador de registro (ex.:
adicionando a chave primdria)

— Espago extra de armazenamento para chaves;
— C6digo mais simples para inser¢ao/exclusdo;

— Amplamente utilizado.

Organizacdo de arquivos por arvore B+
o Organizacio de arquivos por arvore B+:

— Os n6s folhas em uma organizacio de arquivos por arvore BT arma-
zenam registros, em vez de ponteiros.

— Ajuda a manter os registros de dados agrupados mesmo quando hé
insergoes/exclusoes/atualizagoes.

e Os nés folhas ainda precisam estar meio cheios:
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— Como os registros sao maiores que os ponteiros, o nimero maximo de
registros que podem ser armazenados em um né folha é menor que o
nimero de ponteiros em um né interno.

¢ A insergdo e a exclusdo sdo tratadas da mesma forma que a insergéo e a
exclusdo de entradas em um indice por arvore Bt.

« Exemplo de organizagio de arquivos de drvore Bt (Index-Organized Tables)

a8 | [cn] @9 [E4{ED] (G (H3]]

149] 08 ]

[ D o) [ [+ M (NS [PH)]]

¢ A boa utilizagdo do espago é importante, pois os registros usam mais espago
do que os ponteiros.

e Para melhorar a utilizagdo do espaco, envolva mais nds irmaos na redistri-
buicdo durante divisbes e fusoes.

— Envolver dois irméaos na redistribuigdo (para evitar divisao/fusao
sempre que possivel) resulta em cada né tendo pelo menos |[2n/3]
entradas.

Indices secundarios e realocacao de registros

¢ Se um registro for movido (por exemplo, por uma atualiza¢do num registro
com uma string armazenada em um VARCHAR), todos os indices secundérios
que armazenam ponteiros de registro devem ser atualizados.

o As divisdes de nés em organizacoes de arquivos por BT tornam-se muito
caras.

o Solugio: use a chave de busca (chave priméria) ao invés do ponteiro de
registro no indice secundario:

— Adicione uma id de registro se a chave de pesquisa da organizagio de
arquivo BT ndo for exclusiva;

— Travessia extra da organizacao do arquivo para localizar o registro;

— Custo mais alto para consultas, mas as divisdes dos nds sdo baratas.
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Indexando strings

e Strings de comprimento varidvel como chaves

— Fanout varidvel — fanout é o ntumero de ponteiros do né (quantidade
de filhos);

— Considerar a utilizacdo do espago como critério para divisdo, e nao o
nimero de ponteiros.

e Compressao de prefixo:

— Os valores-chave nos noés internos podem ser prefixos da chave com-
pleta.

+* Mantenha caracteres suficientes para distinguir entradas nas su-
barvores separadas pelo valor da chave.

* Ex.: Silas e Silberschatz podem ser separados por Silb.

— As chaves no n6 folha podem ser compactadas compartilhando prefixos
comuns.

Indexando strings: arvore Bt de prefixo simples

FOLKS

l BO CAM l I F

AN 5\ Y Y h\
m;mgpmsmn) BOLEN-CAGE >caw-mn-m~> ERV!NJE‘.VANS) FABER—FOLK) FROST-GADDIS
[ 4 4 ’ ! !
1 2 3 4 5 6

Carregamento em massa (bulkloading) econstrugdo de baixo para cima
(bottom-up)

« Inserir entradas uma a uma numa arvore Bt requer diversas operacoes de
E/S (no melhor caso, 1; no pior, proporcional & altura da mesma).

— Assumindo-se que o nivel da folha nao cabe na memoria:

— pode ser muito ineficiente inserir inimeras entradas de uma vez
(carregamento em massa)

o Alternativa eficiente 1:
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— ordenar as entradas primeiro (usando algoritmos eficientes para orde-
nac¢ao em memoria externa — Sec. 15.4 livro-texto Silberschatz)

— inserir em ordem:

* A insercdo serd na péagina existente (ou causard uma divisdo)

x Desempenho de 10 significativamente melhorado, porém com
maioria dos nés folhas apenas meio cheios.

o Alternativa eficiente 2: construgdo de drvore BT de baizo para cima

— Como antes, ordene as entradas;

— E entéo, crie a arvore camada por camada, comecando pelo nivel das
folhas;

— Implementado como parte do utilitdrio de carregamento em massa
pela maioria dos sistemas de banco de dados.

Exemplo de arquivo de indice de arvore B

[ ||[Einstein] | [Kate] | [singn ]

Katz Singh
record record

|IIBrandtL|CaliﬁeriII|Crick}+>‘l‘ El Said HGold | | H—-H Kim |I|Mozart| ‘ |+~|I|Sﬁ_nivasan|llwu‘ | ‘ |

Brandt Califieri

... and soon for other records...
record  record

Arvore B (acima) e B+ (abaixo) para os mesmos dados

---=-=- Rootnode

“aes Internal nodes

Leaf nodes-,

Indexacao em flash
o Custo de E/S aleatério muito menor no flash
— 20 a 100 microssegundos para leitura/gravacao;

o As reescritas nio sao feitas no mesmo local e (eventualmente) exigem uma
exclusdo mais cara;

e Tamanho de pagina ideal, portanto muito menor;
e O carregamento em massa ainda é 1til, pois minimiza a eliminacao de

paginas;
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o Estruturas de arvore otimizadas para gravacao foram adaptadas para

minimizar gravacgoes de pagina para arvores de busca otimizadas para

flash.

Indexagao na meméoria principal

o Acesso aleatério na memoria:

9.4

— Muito mais barato do que em disco/ flash;
— Mas ainda caro comparado a leitura em cache.
* Estruturas de dados que fazem melhor uso de cache sao preferiveis;

— A busca binaria por um valor de chave em um grande n6 de drvore
BT resulta em muitas falhas de cache.

B* com pequenos nés que caibam em cache sdo preferiveis para reduzir
tais falhas;

Ideia principal: usar um tamanho de né grande para otimizar o acesso ao
disco, mas estruturar os dados em um né usando uma arvore com tamanho
de n6 pequeno, em vez de usar um array.

Exercicios

. Qual é o niimero maximo de acessos a disco para encontrar uma chave

em uma 4rvore BT de ordem n no pior caso? (considere a ordem como o
ntimero méximo de filhos de um no).

2. Explique as drvores B* de prefixo simples.

3. Considere uma arvore Bt com n = 4 filhos em que todos os elementos
estdo presentes em péginas folha. Considere o algoritmo de divisdo de
paginas padrdo. Apresente graficamente as seguintes operagdes de insercao
na arvore: 13, 28, 36, 45, 52, 3, 4, 8, 17, 20, 10, 14, 25, 40, 29, 37, 50, 43,
30, 7, 16, 6. Apresente graficamente a remocao dos elementos 28, 10, 40,
45, 3, 14.
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