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@j Sumario E

(@) Processos de Poisson
o Introducao

GBC065 ModelSim 2025/2 2/56



Lrj Recapitulando E

o Até aqui, foram abordadas as cadeias de Markov de tempo discreto.
Facamos gradualmente a transicao para tempo continuo.

o Comecando com o processo de Bernoulli, ainda em tempo discreto.
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Lrj Sumario E

(@) Processos de Poisson

@ Processo de Bernoulli
O Definicbes basicas e exemplos
@ Probabilidade e niimero esperado de sucessos
@ Tempo esperado até o primeiro sucesso
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Lrj Processo de Bernoulli

o Processo estocastico definido
por uma sequéncia de
experimentos {X;, i =1,2,...}
com chance de sucesso ou
falha.

o Cada tentativa i é tal que:

P(X; = 1) = P(sucesso) = p
{P(X,- = 0) = P(falha) =1 —p. JAC. BERNOULLI, MATH.P.
Jacob Bernoulli (1655-1705).
By Niklaus Bernoulli, Public Domain,

o Consideracdes chave:
» Experimentos independentes.

» Homogeneidade ao longo do https: .
tempo (p permanece o //commons.wikimedia.org/
mesmo). w/index.php?curid=266673
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@j Processo de Bernoulli — exemplos E

o Lancar moedas
o Apostar na Mega-Sena toda semana
o Disputar uma sequéncia de pontos de pingue-pongue

o Apostador jogar algumas rodadas do seu jogo
o Boa aproximacao para chegadas:

» Chegada (a cada minuto) de voos a um aeroporto
» Processos (a cada determinado intervalo de tempo) a um servidor, etc.
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Lrj Probabilidade e nidmero esperado de sucessos E

o Qual a probabilidade, P(k, n), de ocorrerem k sucessos/chegadas em n
experimentos?

o Ex.: dada uma moeda (justa ou n3o), qual a probabilidade de que em
quatro lancamentos, ocorram exatamente duas caras (C)?

» Espaco amostral: Q ={CCCC, CCCK, CCKC, CCKK, CKCC, CKCK,
CKKC, CKKK, KCCC, KCCK, KCKC, KCKK, KKCC, KKCK, KKKC,
KKKK}

» Neste caso, n =4 e k = 2. Se cada um dos 16 resultados tem mesma
chance de ocorrer (moeda justa), temos P(2,4) = 6/16.

» Numerador: valor 6 corresponde ao binomio de Newton

|
(Z) = m para n =4 e k = 2, que corresponde ao nlimero de

maneiras (combinacdes) de se obter k = 2 sucessos em n = 4
experimentos:

() w77

= = =6
2 214 =2)! 212
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Lrj Probabilidade e nidmero esperado de sucessos E

o Caso geral: seja S o numero de sucessos em n experimentos,
definido como

1 :
S=Xi+---+X,, ondeX;= >¢ SUCESSO Ou,izl,...,n
0 se falha

o Dado que P(X;=1)=p,i=1,...,n, entdo P(k,n) é dada por

P(k,n)= P(S = k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,2,...,n

(distribuicdo binomial com probabilidade p).

o O ndmero esperado de sucessos em n experimentos é dado por:

E(S)=np.
2025/2 8/56



Lrj Exemplo E

Distribuicao Binomial: n=8, p =0.5

|
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k (ndmero de sucessos)
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o Voltando ao exemplo do lancamento da moeda visto (duas caras em
quatro lancamentos):

o Seamoeda éjusta— P(X;=1)=1/2,i=1,...,4, em que 0 sucesso
é a ocorréncia de “cara” — vimos que P(2,4) = 6/16.

o Usando-se a férmula geral:

P(2,4) =P(5=2) = (;) p?(1—p)*?

2
1 1
—_ . — = — = 7
4 4 16 0,375,

ou seja, o nimero total de combinacdes possiveis (16) corresponde ao
denominador da fracdo, e é estimado em termos da chance de sucesso.
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@ Num caso mais geral, onde a probabilidade de ocorréncia de “cara” é
maior ou menor que 1/2, P(S = 2) varia.

o Exemplo, se a chance de cara é p=20,7:

4
P(2,4) = <2> (0,7)2(0,3)> =6-0,49-0,09 ~ 0, 265
o Ainda, considerando-se ambos os casos (moeda justa e com chance de

cara p = 0,7), temos, como nlimero esperado de caras, nos quatro
lancamentos,

E(S):4-%:2, E(S)=4-0,7=2.58,

respectivamente.
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Lrj Tempo esperado até o primeiro sucesso E

o Seja T1 = min{i; X; = 1}. Ent3o, a probabilidade de que o primeiro
sucesso ocorra somente no k-ésimo experimento é:

P(Tl:k):P(Xlz())XZ:O,---,Xk_l:O,Xk:]_)
k—lElhas
=(1—p)p, k=1,...,n

(distribuicao geométrica com probabilidade p)

o O tempo esperado até o primeiro sucesso, entdo, é dado por

E(Tl):%.
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Lrj Exemplo E

Distribuicao Geométrica: p = 0.5
! ! ! ! ! ! ! !
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k (primeiro sucesso)
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Lrj Exemplo E

(CLARKE; DISNEY, 1985) Sabe-se que 8,1% das chamadas a uma central
telefonica da policia sdo para solicitar atendimento médico (ambuléncia).
Tal informacdo é de extrema importancia, pois permite estimar quantos
veiculos precisam ser disponibilizados a populacao, com base na quantidade
de chamadas recebidas.

@ A cada quantas chamadas em média se espera receber uma solicitacao

do tipo?
» Neste caso, basta estimar o tempo decorrido até uma chamada:

E(Tl):l

— -~ 12.346.
p 0,081 :
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@ Em dias atipicos, trés de cada dez chamadas sao solicitando
ambulancia. Quantas vezes por ano isto ocorre, em média?
» Neste caso, temos que calcular P(3,10):

P(3,10) = (130) (0,081)% - ( w )

1-0,081
~ 120-5,314 x 107*- 0,554 ~ 0,036

Logo, a cada ano, espera-se a ocorréncia de aproximadamente 13 dias
atipicos (0,036 x 365).
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® E possivel representar o processo como uma cadeia de Markov?

» Além de os eventos (as chamadas telefénicas) serem independentes entre
si, para qualquer chamada /, temos que X; = 1 com probabilidade
p=0,081; e X; =0 com probabilidade g =1 — p = 0,919. Logo:

0 1
P—O 0,919 0,081
- 10,919 0,081]"

O que se pode dizer sobre tal matriz? (por exemplo, qual o valor de P™,
para um m qualquer?).
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Lrj Sumario E

(@ Processos de Poisson

@ Processo de Poisson
0 Definicdes basicas e exemplos
o Contagem
0 Probabilidade e niimero esperado de eventos
@ Tempos de espera até o primeiro e demais eventos
@ Outras propriedades
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Lrj Processo de Poisson E

o E se quisermos modelar nao
pontos em um jogo de
pingue-pongue, mas gols em
um jogo de futebol?

@ Qual o intervalo de tempo?
Tamanho do passo?

o Consideracdes-chave (as

de B I1i):
mesmas de Bernoulli) Simedn Denis Poisson (1781-1840).

@ Experimentos independentes. Basel Historical MuseumLink,

ori & inio publi
@ A priori, homogéneos ao Dominio publico,

longo do tempo (p ndo htjcp.S: .
varia). //commons.wikimedia.org/

w/index.php?curid=536305
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Lrj Processo de Poisson — exemplos E

o Emissdo de particulas em decaimento radioativo
o Acesso de clientes ao website de um e-commerce

o Crises no mercado financeiro — é possivel prever quando serd a
proxima?

o Nimero de dardos em cada regido do alvo (homogéneo no espaco?)

o

,L ' A)A
Dominio publico, https://commons.wikimedia.org/w/inde
X.php?curid=3522690
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@j Contagem E

o Um processo N(t), t > 0 é um processo de contagem se N(t)
representa o niimero de eventos no intervalo [0, t) e satisfaz:
@ N(0)=0
@ N(t)eN, ie N(t)=0,1,2,...
@ Se s < t, entdo N(s) < N(t)
@ Se s < t, entdo N(t) — N(s) corresponde ao nimero de eventos no
intervalo (s, t].
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Lrj Exemplo E

| Primeirc|> evento | TerceiroI evento |
0 Y1 Y> Y3 Yo -+ 1
Segundo evento Quarto evento
N(t)
4 1 _ .
3 T H
2 T H
1+ - o
& I | |
Y1 Y5 Y3 Ys t
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@j Eventos independentes e estacionarios E

o O processo de contagem tem incrementos independentes se o
nimero de eventos ocorrendo em intervalos disjuntos sao
independentes entre si, i.e.,, para 0 < t; < tp < --- < t, as vs.as.

N(t2) — N(t1), N(t3) — N(t2), ..., N(t,) — N(tn—1)

sao independentes.

o Além disso, os incrementos sao estacionarios se a distribuicao de
probabilidade do nimero de eventos em qualquer intervalo é a mesma
e depende apenas do comprimento do intervalo.
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Lrj Processo de Poisson E

o Um processo de contagem N(t), t > 0 é um processo de Poisson
com taxa de ocorréncia de eventos A > 0 se:
@ N(0)=0
@ O processo tem incrementos independentes
@ O nidmero de eventos em qualquer intervalo de comprimento t segue
uma distribuicio de Poisson com média At (veja a seguir).
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@j Intervalos pequenos E

o Exemplo: num jogo de futebol, podemos ter dois gols ao mesmo
tempo?
» Mais uma consideracdo: probabilidade para intervalos pequenos (9)

o Quando 6 =~ 0, se A > 0 é a taxa de ocorréncia (ex.: média de gols
num jogo de futebol):

1—X0 se k=0,
A0 se k=1, (1)
0 se k > 2,

P(N(9) = k)

Q

a menos de termos O(9).
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Lrj Caso geral — tamanho t nao é pequeno E

Qual a probabilidade de ocorréncia de k eventos até o tempo t7 l.e.,
P(N(t) = k)?

o Abordagem por Bernoulli: divide-se [0, t] em n subintervalos de
tamanho infinitesimal ¢, tal que § = t/n.

o Entdo, considerando-se a Eq. (1), em cada subintervalo a chance de
um evento é dada por A e, portanto,

P(N(t) = k) =~ P(k de n subintervalos tenham um evento).

o Por Bernoulli, considerando-se p = \§ = At/n,

P(N(t) = k) = (Z)(%)k@—%)k k=0,1,....n. (2)
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o Quando § — 0, n — oco. Assim, em (2):

» No caso do bindbmio, considerando-se que n — k — n:

k termos
o (") _ n(n—1)...(n—k+1) (n—kJT  n*
e \ k) T i K (n—)T =

s (1) () 09"

» Novamente se considerando que n — k — n,

At K A\
im (1__) ~ im (1__) _ ot
n—o00o n n—o00 n

o Portanto,

P(N(t):k):()\t):—le_m, k=0,1,...

ou seja, P(N(t) = k) ~ Pois(At) (distribuicao de Poisson)
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o E possivel verificar que o niimero esperado de eventos é dado por:

Zk — \t.

» Resultado equivalente ao niimero esperado de sucessos em Bernoulli,
E(S) = np. Da abordagem por subintervalos, p = At/n. Portanto,
np = At.

o Note ainda que, devido aos incrementos serem estaciondrios, a
probabilidade sé depende do tamanho do intervalo, i.e.

P(N(t +s) — N(s) = k) = P (N(t) = k) = %
GBC065 ModelSim 2025/2 27 / 56

@j Exemplo 1 E

Vocé recebe e-mails a uma taxa de A = 5 e-mails por hora.
@ Qual a média de e-mails recebidos por dia?
@ Qual é P(1 e-mail na préxima hora)?
@ Qual é P(2 e-mails na préxima hora)?

@ Qual é P(5 e-mails nas préximas duas horas)?
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Lrj Exemplo 2 E

Suponha que clientes ligam para um call center com taxa de chegada de 2
chamadas por minuto. Seja N(t) o nimero de chamadas que chegam até o

tempo t.

Responda:
@ P(N(1) =2)
@ P(N(1) > 2)
@ P(N(1) =2,N(3) =6)
@ P(N(1)=2|N(3) =06)
® P(N(3) =6|N(1) =2)
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Lrj Tempo médio de espera E

Seja Ty o intervalo de tempo até o primeiro evento. Ou seja,
T1 = min{t > O|N(t) = 1}.
o Primeiro, calcula-se P( Ty < t) (funcao densidade cumulativa):

P(T1 <t)=1-—P(Ty >t).

o Observa-se que

P(Ty > t) = P(nenhum evento no intervalo [0, t]) = P(N(t) = 0).
o Agora, basta substituir P(N(t) = 0) = e~ na equacio:

P(Tl < t) —=1—e .
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Lrj Tempo de espera até o primeiro evento E

o Como calcular o tempo de espera para o primeiro evento?

o Para calcular a funcdo de distribuicdo de probabilidade (para T1 = t),

calcula-se a derivada da cumulativa. Veja que isso é o mesmo que
considerar k = 1 na férmula de P(N(t) = k).

de M >0
fr (t) = ’ -
n(t) {0, t<0.

Isto é, T; ~ Exponencial()\).

o Logo, o tempo médio de espera é dado por

1
E(T1) = —.
(T2) =5
20252 5150

1 i
0.8 |
F(t) = 1 — e (FDC)
0.6
0.4 |
f(t) = Ae *t (FDP)
0.2 |
A= £
> 4 6 8 10
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Lrj Falta de memoria E

o Uma propriedade importante da distribuicao exponencial é falta de
memoria (propriedade markoviana).

» Para calcular a probabilidade de ocorréncia de um tempo t a frente, o
passado nao importa.
» Logo,

P(Tl > t—l—S|T1>S):P(T1 > t).

o Relacionado com o requisito de independéncia (intervalos disjuntos) do
processo de contagem.

o (Anéalogo no processo de Bernoulli? Ex.: para calcular quanto tempo
até a proxima cara, ndo importa quantas caras ja tenham saido)

o Permite a simulacao do processo a partir do sorteio dos intervalos de
tempo entre eventos.
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@j Tempo de espera entre eventos E

o Seja T, o tempo de espera entre o primeiro e segundo eventos. Ent3o:

P(Ty > t| T; = s) = P(nenhum evento em (s, t + s]|T1 = s)
= P(nenhum evento em (s, t + s])
= P(N() = 0) = .

o Logo, P(T, <t) =1—e *te portanto, To ~ Exponencial()). Ainda,
1
E(Ty)=—.

>

o Por inducdo, se T, é o tempo de espera entre o (n — 1)-ésimo e o
n-ésimo evento, entdo T, ~ Exponencial()), e o tempo médio serd

1
também E(T,) = T
o E Tq, Ty, ..., T, sdo varidveis aleatérias independentes e

identicamente distribuidas.
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Lrj Tempo esperado até o k-ésimo evento E

o Seja agora Y o instante em que ocorre o k-ésimo evento. Entdo,

{Yk =Ti+To+-+ Tk,

Yl — T17
i.e., Ty =Yi—Yi_1, k> 1. Y, € uma soma de varidveis i. i. d., cada
uma com esperanca 1/)\. Portanto, o tempo esperado até o k-ésimo
evento é
1 1k
E(Yk)ZE(Tl)—i—"'—I—E(Tk):X+"'+XZX.

o E possivel mostrar que o tempo até o k-ésimo evento segue a
Distribuicao de Erlang:

fy (t) = t > 0.
Vi) (k—1) ~
GBC065 ModelSim 2025/2 35 /56

Lrj Notacao E

Um jeito de resumir a notacao é se referir ao processo de Poisson com taxa
de chegada A por unidade de tempo (isto é, considerando-se t = 1) como
Poisson(\) ou Pois()\).

Chamamos isso de processo de Poisson com parametro ).
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Distribuicoes

Distribuicdo de Poisson (k x probabilidade)

Distribuicao de Poisson: t =1

Probabilidade
(@]
w
I

—-—\=0,5
—— A=1
—o— A=2

A=3

—e— A=06

k (ndmero de eventos)

ModelSim

GBC065

20252

Distribuicdo Exponencial (Tempo até evento X probabilidade)
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1.25
1
0.75 |

Probabilidade

©
o

0.25 |

—A=0,5

— A=1
— A=15
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Lrj Exemplo 3 E

Vocé foi pescar. A taxa de chegada de peixes é 0,6/hora. Vocé pesca por
2h, e em seguida toma uma decisao:

o Se vocé pegou pelo menos um peixe, vocé para;

@ se ndo, vocé continua até pegar o primeiro peixe.

@ Qual a probabilidade de que vocé pesca por mais de 2h?

@ Qual a probabilidade de que vocé pesca por mais de 2h e menos de 5h?
@ Qual a chance de que vocé pegou pelo menos dois peixes?

@ Qual o tempo futuro de pesca dado que vocé ja pescou 3h?

® Qual o tempo esperado de pesca?

® Qual o nimero esperado de peixes?
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@j Exemplo 4 E

Suponha que o tempo gasto por uma pessoa numa fila de um banco é uma
v. a. com distribuicao exponencial com valor esperado igual a dez minutos.

@ Qual é a probabilidade de que uma pessoa gastara quinze minutos no
banco?

@ Qual é a probabilidade de que uma pessoa gastard mais do que 15
minutos, dado que ela estd no banco ha dez minutos?
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Lrj Exemplo 5 E

Numa pesca com taxa de chegada de peixes de 1/h, qual a probabilidade de
pescar dois peixes no intervalo [0, 3] e quatro peixes no intervalo [2,4]?
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Lrj Exemplo 6 E

Um médico tem duas consultas marcadas: uma as 8h e outra as 8h30. O
tempo gasto em cada consulta tem distribuicdo exponencial (¢ um processo
de Poisson) com média de 30 minutos. Assumindo que ambos os pacientes
chegaram no horario marcado, encontre o tempo médio que o paciente

marcado as 8h30 fica no consultério.
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Lrj Propriedade da soma E

A soma de duas variaveis aleatérias independentes de Poisson, Poisson(y) e
Poisson(r/), é uma variavel aleatéria que também segue Poisson, com
distribuicdo Poisson(u + v).

A maioria das demais distribuicoes ndo tém essa propriedade — outra
excecao: normal!

o Ex.: um processo de Poisson com taxa A e dois intervalos disjuntos e
consecutivos com tamanhos u = \t; e v = Atp, onde os nimeros de

eventos M e N em cada intervalo s3o vs. as. onde M ~ Poisson(y) e
N ~ Poisson(v).
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Lrj Mesclagem de dois processos de Poisson E

com taxas A1 e A\

I
| ! P

Em um processo de Poisson que é a mesclagem de outros dois, A e B com
taxas A1 e Ao, a qual processo pertence um dado evento?
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Em um processo de Poisson que é a mesclagem de outros dois, a qual
processo pertence um dado evento?
Veja as possibilidades — a menos de termos O(62):

A— P(N(0) =0) P(N(5)=1)
Bl 1— A0 A0
P(N((S) = 0) 1—X0 | 1— ()\1 + )\2)5 A10
PIN(S) =1)  Mod A6 0(5?)
2025 1556

Dados processos Poisson A e B com taxas de chegada A1 e Ao:

o Ex.: Qual a probabilidade de quatro em dez chegadas serem do
processo A?

o Fixo em dez chegadas, é possivel tratar como discreto e usar Bernoulli:

P(quatro em dez chegadas serem do processo A)

~ (10 ()\1 )4(>\2 )6
-\ 4 A1+ A2 A+ A/
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Lrj Divisao de um processo de Poisson com taxa )\E

o QOutra forma de raciocinar é imaginar um Unico processo de Poisson,
onde as chegadas podem ser do tipo 1 ou 2.

o Exemplo: homens e mulheres chegando numa loja com taxa de
chegada ). Se a chance de uma pessoa que entra na loja ser mulher é

p, a taxa de chegada de mulheres serd Ap, ao passo que a de homens
serd A(1 — p).
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Lrj Exercicio E

Se Uberlandia recebe novos moradores num processo de Poisson com taxa
de dez por semana, e se cada novo morador é paulista com probabilidade
1/12, qual a probabilidade de que nenhum paulista imigrara para Uberlandia
no més de fevereiro?
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Lrj Exercicio E

O rei Salom3o bebe em média trés tacas de vinho por dia. Assassinos
querem colocar veneno na taca do rei. Had uma chance de 2% de que uma
taca contenha um veneno letal. Assuma que a ocorréncia de veneno em
uma taca e o numero de tacas bebidas por dia sao variaveis aleatérias
independentes.

Calcule a probabilidade:

@ de o rei viver a0 menos trinta dias;

@ de o rei morrer antes de noventa dias.
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@j Paradoxo da incidéncia aleatéria E

o Considere como exemplo um ponto de 6nibus onde as chegadas de
cada veiculo seguem um processo de Poisson, com taxa de chegada

A =4/h.
» Tempo esperado até o embarque: E(Tx) = (1/4)h = 15 minutos.

o Queremos averiguar se a companhia de 6nibus esta sendo honesta.
Ent3o, todos os dias, chegamos num certo horério, t*, e medimos o
tempo L = V — U entre a dltima chegada (U) e a préxima (V). Qual
o resultado?

o Nossa chegada no instante t* é uma incidéncia aleatoria dentro do
processo.

o Vamos simular?
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o O que houve? A companhia de 6nibus mentiu?

o Analisando-se o intervalo [U, V] e o tempo esperado até o embarque,
E(V — U):

E(V-U)=E(V—-t)+E(t"—U)=1/A+1/X\.

o Como isto é possivel?
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o Atencao a estratégia de amostragem!

o Mais um exemplo...

Queremos fazer um censo do tamanho de familias numa populacao.

@ Escolhemos uma familia aleatoriamente, e olhamos o tamanho.
@ Escolhemos uma pessoa aleatoriamente, e olhamos o tamanho da
familia.
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Lrj Poisson nao-homogéneo E

o Probabilidade dos eventos muda: i.e. a restricao inicial de que
probabilidades nao mudam com o tempo nao mais se aplica.

o Porém, permanece a propriedade markoviana: eventos passados nao
afetam os futuros.
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Lrj Poisson nao-homogéneo — Exemplo E

Carros em uma estrada:

L I A
| maid menos trafego | mais
trafego trafego
1 P(t 4+ 6t)
>t
p E(N(t))
>t
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Lrj Poisson nao-homogéneo — Exemplo E

Reclamacoes chegam a uma empresa, num dado més, de acordo com um
processo de Poisson ndo-homogéneo. A intensidade A(t) representa o
nimero de reclamacdes por dia e varia de acordo com t, o niimero de dias
em um més (trinta). Qual a probabilidade de termos menos de duas
reclamacoes?

0,1, se0<t<8,
A(t) =140,05t, se8<t<15,
0,02, se 15 <t <30.
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Os materiais de parte desta secao foram gentilmente cedidos por Leandro N.

Couto (FACOM/UFU).
Adaptacées: Renato Pimentel, FACOM /UFU
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