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Lrj Cadeia de Markov continua

Imagine uma cadeia de Markov onde ao invés de probabilidades de transicao

a cada passo, tem-se uma probabilidade de mudanca em funcao do

tempo.

Uma Iampada com defeito que oscila entre acesa/apagada.
o Cada mudanca corresponde a um evento de um processo de Poisson.

GBC065 ModelSim 2025/2

o Como fica a matriz de transicdo no caso discreto?

1
1
» Temos:
0 1
0[0 1
PZl[lO]
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o E um resultado pouco util! E preciso considerar o tempo t no caso

continuo.
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Lrj Comparativo discreto X continuo E

Cadeia de Markov discreta Caadeia de Markov continua
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@j Sumario E

(1) Cadeia de Markov continua

o Probabilidades de transicao
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Lrj Probabilidade de transicao E

o Como ficam as probabilidades de transicao no caso da lampada?

o Se X(t),t € [0,00) é a variavel aleatéria que representa o estado da
cadeia:

pij(t) = P(X(t +s) = j|X(s) = /)

Lembrando que o processo é sem memdria, entdo:

pij(t) = P(X(t) = j|X(0) = i), Vs, t€[0,00)
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Lrj Matriz de transicao E

Definimos a matriz de transicdo P(t) para o caso continuo, supondo-se r
estados 0,1,...,r — 1, como:

[ poo(t)  por(t) -+ por-1(t)
P(t) = Plo.(t) P11.(t) p2,r—.1(t)
pr—10(t) pr—11(t) - pr—1,r—1(t)]
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o Podemos calcular a matriz P(t) para o caso da ldampada, sabendo que
cada mudanca segue um processo de Poisson com pardmetro A (em
outras palavras, o tempo entre cada transicao é uma variavel aleatéria
Exponencial()\))?

o Considere para fins de exemplo que A é o mesmo para passar de aceso
para apagado, e vice-versa.

Como calcular tal probabilidade?

poo(t) = P(X(t) = 0|X(0) = 0)
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o Temos que

puo(t) = P(X(£) = 0[X(0) = 0)
= P(ndmero par de mudancas em [0, t]).

o Logo,
. o~ (At)?"
poo(t) = nZ_Oe (2n)!

()\t 2n

e Z (2n)!

At At
:e_)\t <e + e >
2
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o E pol(t)?

o Neste caso, o nlimero de transicdes no intervalo [0, t] é impar:

po1(t)

=) e

o~ e (Ap)2TH

— (2n+ 1)

o Embora a série infinita seja conhecida acima, é mais facil considerar,
neste caso, que po1(t) = 1 — poo(t). Logo,

1 1
—1— - —2)t
po1(t) ( 5+ 53¢ )
_ 1 1 —2)\t
o7 2%
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o Como pll(t) = pgo(t), e plo(t) = p01(t):
1

P(t)

11,y I o]
> T 5¢ 2~ 2°

1 1 —2)\t 1 1 —2)\t
5 2° > T3¢

2025/2

11/37

o O que acontece com P(t) quando t = 07 E quando t tende ao infinito?

o O que esses resultados significam?
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o Quando t =0, temos P(0):
» P;(0) = P(X(0) = i|X(0) =i) =1, para todo i.
» P;i(0) = P(X(0) =j|X(0) =i) =0, para todo j # i.

o Ou seja,
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Lrj Sumario

(1) Cadeia de Markov continua

o Distribuicoes estacionaria e limitante
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Lrj Estado estacionario E

o Quando t tende ao infinito, temos a distribuicao estacionaria ou
estado de equilibrio:

_1 1_
lim P(t) =
o Assim como no caso discreto, ™ = [mg, 71, T2, -+ ,T,—1] € @

distribuicao estacionaria da cadeia de Markov com matriz de
transicido P(t)se > ;mi=1,comm; >0,i=0,1,....r—1, e

w=mP(t), t>0.

» Note que os elementos de 7r estdo no intervalo [0, 1] e devem somar 1.
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o Exemplo: encontre a distribuicao estacionaria para a cadeia de Markov
dada (a principio, pense em termos discretos, considerando que os
valores das arestas s3o as probabilidades de transic3o)

1

N~

» Se os valores de A s3o iguais, temos a mesma distribuicdo estacionaria
que no caso discreto: a fracao do tempo em que o sistema
permanece num estado / é equivalente a frequéncia com que / é
visitado.

» E se os valores de )\ s3o diferentes?
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Lrj Distribuicao limitante E

o E no caso continuo? Se quisermos saber, para um t muito grande, em

que posicao da cadeia estaremos?
o Intuicao:

@ A distribuicao estacionaria @ do caso discreto indica com qual frequéncia
se visita cada estado (por exemplo, 7; é a frequéncia de visitacdo a j).

@ Quando se estd em j, permanece-se no mesmo por um tempo médio
1/A).

@ Assim, para se saber no limite a fracdo de tempo em j, basta calcular o
produto 7; - (1/A;).

@ Para uma distribuicao valida, é preciso normalizar o resultado acima,
dividindo-o por S_j_g 7k /Ax:

mj = lim P(X(t) = j|X(0) = /) = =15, -
Zk:O)\_k
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Exemplo: Encontre a distribuicdo limitante da cadeia vista,
considerando-se \g =2, \1 =1, e A\p = 3.

N =
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Lrj Simulacao E

Use Monte Carlo para estimar a distribuicao estacionéaria e limitante na
cadeia de Markov abaixo. Considere diferentes valores de \g e A\1. O que se
espera quando ambos s3o iguais entre si?
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(1) Cadeia de Markov continua

o Propriedades
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Lrj Propriedades E

o Tempos de transicao exponenciais: Como visto acima, em tempo
continuo é importante considerar o tempo Ty, tempo em que X(t)
permanece no estado k. Lembrando de Poisson, temos

1
E(Ty) =—.
(Tx) "y
o Chapman-Kolmogorov: Tal como no caso discreto, onde vimos que a
probabilidade de se visitar um estado j, a partir de um estado /i apds n
passos, é dada pela n-ésima poténcia da matriz de transicao P, e que

prtm — P"PM no caso continuo temos que

P(s+t)=P(s)P(t), Vs,t>0.
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(1) Cadeia de Markov continua

o Matriz geradora ou matriz de taxas de transicao
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Lrj Matriz geradora ou E

matriz de taxas de transicao

o Uma forma alternativa de se analisar cadeias de Markov continuas no
tempo é a matriz geradora (geralmente denotada pela letra G ou Q).
Ela considera as probabilidades de transicao para um tempo
infinitesimal ¢.

o Lembrando: No processo de Poisson, podemos ignorar a probabilidade
de nimero de transicées P(N(d) > 1) para um intervalo de tempo §
pequeno o bastante.

1—X0 sek=0,

P(N(0) = k) = ¢ \d se k=1,
0 se k > 2,
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o Considere a cadeia {X(t),t > 0}. Assuma X(0) = i. Considerando
que um evento no processo de Poisson é uma transicao na cadeia, a
probabilidade de uma transicdo no intervalo § é dada por
P(1,0) = A\;d.

» )\; é a taxa de saida do estado i.

o Dada a probabilidade de transicao de i para j, definimos gjj = A; - pjj

como a taxa de transicao de / para j.

o Na cadeia de Markov continua n3o temos autotransicoes (transicdes
de i para i). Definimos gj; de forma que a soma das entradas de cada
linha de G seja nula: gjj = —\;.

o Logo,

(1)

{)\ipija se i #J;
8ij — . .
—Nj, sei=j.
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Lrj Exemplo E

o Considere o exemplo da lampada. A matriz de transicao é:

12Xt 1 1_—2xt
+3¢€ 2 — 2¢€

N~

P(t) =
1 1,2t 1 1.-2it
2 7 2°€ 2 T 2€

Qual a matriz geradora G? Considere que a matriz no caso discreto é

dada por
p_ |Poo Po1| _ 0 1 .
P10 P11 10

o Temos que — aplicando-se (1):

c_ | 2
A=A
20052 2537

o Um dos usos da matriz geradora G é no calculo da distribuicao
limitante. Para o vetor 7 ser distribuicao limitante da cadeia de
Markov: wG = 0.

o Exercicio: Encontre a distribuicao limitante 7t para o exemplo com o
método acima.
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Lrj Diagrama da taxa de transicao E

Como a transicdo no caso continuo depende tanto da probabilidade de
transicdo quanto da taxa de transicdo, faz mais sentido colocar nas arestas
os valores da matriz geradora (matriz de taxas de transicdo). Geralmente
nao colocamos os valores da diagonal principal.

Exemplo:
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Lrj Exercicio E

o Calcule a distribuicao
estaciondria 7t para o caso
discreto.

1
2

o Assumindo \g =2, A1 =3 e
A = 4, use 7t e calcule a
distribuicao limitante 7 para o
caso continuo X(t).
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Lrj Exercicio E

o Considerando-se Ay = 2, 1
A =1 e )\ =3, calcule a G G
matriz geradora para a cadeia
de Markov continua ao lado. 1
o Encontre a distribuicao
limitante de X(t) resolvendo 5 e
G =0.
GBC065 ModelSim 2025/2 29 /37
Lrj Absorcao E

o Probabilidade de absorcao: —Xo —\1

» |Inalterada, em relacao ao Ao A1
caso discreto. G G a

o Tempo médio para absorcao:
Exercicio: Use Monte Carlo para
Ly estimar o tempo de absorcao do
» O tempo médio que 7 _
passamos em cada estado j estado 0 para o estado 2. Considere
n3o é mais 1, é agora 1/);. diferentes valores, tanto de \g
quanto de A1. O que se observa?
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Lrj Sumario E

(D) Cadeia de Markov continua

o Exercicios
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@j Exercicios | E

@ Um reparador cuida das maquinas 0 e 1. Cada vez que é reparada, a
méaquina /7 fica ativa por uma taxa \; (lembrando que i = 0,1).
Quando a maquina i quebra, ela requer um tempo exponencial com
taxa p; para ser reparada. O reparador sempre prioriza a maquina 0.
Por exemplo, se a maquina 0 falhar enquanto o reparador esta
reparando a 1, ele para imediatamente de reparar a maquina 1 e
comeca a trabalhar na 0.

@ Que proporcdo de tempo a maquina 1 fica quebrada?

@ Assumindo que as duas maquinas estao funcionando em t = 0, qual o
tempo médio até que as duas maquinas estejam simultaneamente
quebradas pela primeira vez?
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Lrj Exercicios Il

@ Considere duas maquinas. Apenas uma esta ligada em um dado
momento, enquanto a outra fica de reserva. Ambas funcionam por um
tempo exponencial com média dez dias até quebrarem. Quando uma
quebra, ela vai para o reparador (que repara com tempo
exponencialmente distribuido de média cinco dias), e a outra entra no
lugar. Se o reparador estiver ocupado, uma maquina que chega para
reparo tem que esperar o reparo da outra terminar, e quando isso
acontece a maquina recém-reparada volta ao servico e a outra comeca
O reparo.

@ Quantos dias ao ano pelo menos uma maquina fica funcionando?
@ E se adicionarmos um segundo reparador para quando as duas maquinas
quebrarem, como fica a nova resposta do item anterior?
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@j Exercicios Il

® Suponha que clientes chegam de acordo com um processo de Poisson
com taxa A = 2/h em uma barbearia com apenas um barbeiro. Os
clientes s3o atendidos um por vez em ordem de chegada. O tempo de
servico é distribuido exponencialmente com média p = 3/h. Apds
atendidos, os clientes saem do sistema. Modele o mesmo como uma
cadeia de Markov em que os estados sao o niimero de clientes na
barbearia.
@ Se a barbearia esta vazia as 13h, qual é em média o tempo que o
barbeiro precisa esperar até o proximo cliente?
@ Suponha que estamos no estado i > 0. Qual o tempo esperado para a
préxima transicao?
@ Suponha que um cliente B chega e ha apenas outro cliente A na
barbearia. Quanto tempo B deve esperar ficar no sistema?
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Lrj Exercicios IV

@ (Teoria de filas) Considere um spa que consiste de duas cadeiras: uma

de massagem (0), e uma de acupuntura (1).
Suponha que um cliente que chega sempre vai a cadeira de massagem.
Quando a massagem termina, ele vai para a cadeira de acupuntura se
ela estiver vazia, ou espera na cadeira de massagem até que a cadeira
de acupuntura fique livre. Suponha também que um cliente em
potencial s6 entra no spa se a cadeira de massagem (0) estiver vazia.
Se a chegada de clientes segue Poisson com taxa A, e as duas cadeiras
tém taxas de servico distintas pg e p1, responda:

@ Qual a proporcdo de clientes que entra no spa?

@ Qual a média de clientes dentro do spa?

@ Qual o tempo médio que um cliente passa no spa?

@ Qual é up, a fracio de clientes que tem que esperar entre a massagem e
a acupuntura?
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Processos como esse do exercicio anterior sao chamados de processos de
nascimento e morte. Eles serdo lteis quando discutirmos filas na préxima
secao.
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Lrj Referéncias E

@ https://www.probabilitycourse.com/

Os materiais de parte desta secao foram gentilmente cedidos por Leandro N.
Couto (FACOM/UFU).
Adaptacdes e LaTeXagem: Renato Pimentel, FACOM/UFU
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